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类桁架结构的多工况应力约束拓扑优化设计

闫　凯 , 周克民
(华侨大学 土木工程学院 , 福建 泉州 362021)

摘要 : 　以纤维结点处的密度和方向作为设计变量 ,迭代过程中将纤维方向调整到主应力方向 ,有效地避免单

元铰接和棋盘格现象 .采用三角形单元进行有限元的分析 ,克服矩形单元对不规则区域划分单元的局限性.采

用各向异性材料模型模拟类桁架杆系结构 ,优化结果用纤维密度连线表示 ,与实际的杆系结构具有十分相似

的对应关系 ,便于制造.通过典型的算例 ,证明该方法的有效性和准确性.
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由于拓扑优化本身的复杂性及其数学求解的不稳定性 ,多工况下的拓扑优化研究进展一直比较缓

慢11904年 ,Michell [1 ]提出了 Michell 桁架理论 ,研究单工况应力约束拓扑优化结构的解析解 ,其后许

多学者做了进一步的研究[226 ] . Bends«e等[7 ]以各工况下结构柔顺度的加权平均值为目标函数 ,提出多

工况结构拓扑优化方法 ,但其目标函数不可微 ,优化效果并不理想.隋允康等[829 ]研究了多工况应力约束

全局化策略下的拓扑优化方法.王键等[10 ]采用包络法处理大量的应力约束 ,提出分层优化的方法. Guan

等[11212 ]用双向进化结构优化方法处理应力约束问题.周克民等[13214 ]提出了基于类桁架连续体的结构拓

扑优化方法.本文采用三角形单元进行划分 ,提出基于类桁架结构的多工况应力约束拓扑优化设计.

1　建立力学模型

1 . 1　类桁架连续体材料模型

σ′i ,εi 分别为纤维的应力和应变 , t i 为纤维密度 ,其中 , i = 1 , 2 .假设纤维的两个方向正交 ,材料微元

面 dA i 上的力为σi dA i ,其上纤维的横截面面积为 ti dA i ,所承受的力为σ′i t i dA i1 那么 , dA i 上的平均应

力为σi = tiσ′i1 其中 , i = 1 ,2 ,τ1 ,2 = 0 .设纤维的弹性模量为 E ,有σ′i = Eεi , i = 1 ,2 .将其带入平均应力式

中 ,可得σi = Etiεi , i = 1 ,2 .

在 Michell桁架结构中 ,材料的主应力是沿着杆件方向 ,不存在与杆件垂直的剪切应力.但在优化

过程中 ,剪切模量不能忽略 ,否则 ,刚度矩阵会奇异.假设材料的剪切应力τ与应变γ的关系为

τ1 ,2 = 0 . 25λE ( t1 + t2 )γ1 ,2 , 　　0 ≤λ≤1 . (1)

在计算迭代过程中 ,基材料的刚度不断减少至λ= 0 ,满足了类桁架结构在材料主方向的剪切刚度为零

的条件.则有

[σ1 　σ2 　τ1 ,2 ]T = D ( t1 , t2 ) [ε1 　ε2 　γ1 ,2 ]T1 (2)

式 (2)中 ,弹性矩阵 D ( t1 , t2 ) = E·diag[ t1 　t2 　0 . 25λ( t1 + t2 ) ].对于 Michell 桁架结构 ,相邻杆件没有

相互作用 ,所以取泊松比为零.当 t1 = t2 = 1 ,λ= 1时 ,为各向同性材料.

1 . 2　整体坐标系下的弹性矩阵

设纤维的方向角α,则在整体坐标系下材料的应力、应变关系为
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σ= D ( t1 , t2 ,α)ε1 (3)

利用坐标系的转换矩阵 T(α) ,可得到整体坐标系下弹性矩阵 ,即

D ( t1 , t2 ,α) = TT (α) �D ( t1 , t2 ) T(α) = tm D0 + ta ( Dc co s 2α+ Ds sin 2α)1 (4)

其中 , T(α) =

　cos2α sin2α 　0 . 5sin 2α

　sin2α cos2α - 0 . 5sin 2α

- sin 2α sin 2α 　　cos 2α

, Ds =
1
2

0 0 1

0 0 1

1 1 0

, D0 = diag[1　1　1
2

] , Dc = diag[1　

- 1　0 ] , tm = ( t1 + t2 ) / 2 , ta = ( t1 - t2 ) / 2 .

1 . 3　多工况下优化结构的拓扑优化方法

拓扑优化结构在多工况条件下 ,优化材料一般不是两个方向 ,也不正交.为简化研究问题 ,仍采用两

相正交材料模型.假设在多工况下 ,结构达到最优时的方向刚度与各单工况下的方向刚度最大值的差值

最小 ,其局部坐标系下的弹性矩阵为

D (θ; x1 , x2 ,φ) = TT (φ - θ) �D ( x1 , x2 ) T(φ - θ) . (5)

式 (5)中 , x1 , x2 为纤维的密度 ,φ为纤维方向与整体坐标轴间的夹角 ,θ为整体坐标轴与局部坐标轴之

间的夹角.因此 ,多工况下的拓扑优化问题可以描述 :求解 find x1 ≥0 , x2 ≥0 ,φ是目标函数∫Ω ( x1 + x2 )

dΩ最小化 ,其约束条件为 |εl | ≤εp , l = 1 ,2 , ⋯, L1 其中 ,εl 为工况 l 下的主应变 ,εp =σp / E为允许应变 ,

L 为表示工况数.

设在单工况 l下结点处的纤维密度为 t1 , l , t2 , l纤维方向为αl ,弹性矩阵为 D ( t1 , l , t2 , l ,αl ) ,在多工况

下 ,求解拓扑优化问题中的 x1 , x2 比较复杂 1 因此 ,在单工况下弹性矩阵 D ( t1 , l , t2 , l ,αl )的基础上 ,建立

多工况下的弹性矩阵 D ( x1 , x2 ,φ) .设任意单工况 l下 ,优化材料在任意θ方向的应变为εl ,则在多工况

下 ,材料在θ方向的最大应变不能超过所有工况在θ方向应变的最大值.因此 ,纤维在θ方向的刚度不

能小于各单工况作用下在θ方向的刚度 ,即有

D (θ; x1 , x2 ,φ) ≥D (θ; t1 , l , t2 , l ,αl ) , 　　θ=αl ,αl +π/ 2 , 　　l = 1 ,2 , ⋯, L1 (6)

为了使材料的体积最小 ,最好使方向刚度接近各单工况下的最大方向刚度1 即
D (θ; x1 , x2 ,φ) ≈ max D (θ; t1 , l , t2 , l ,αl ) , 　　θ=αl ,αl +π/ 2 , 　l = 1 ,2 , ⋯, L1 (7)

由于矩阵 D中的各元素都是相对独立的 ,很难使其中的每个元素同时满足式 (7)1 于是 ,取 D中的主元

素来求解式 (7) ,有

D1 ,1 (θ; x1 , x2 ,φ) = max
l = 1 ,2 , ⋯, L

D1 ,1 (θ; t1 , l , t2 , l ,αl ) ,

D2 ,2 (θ; x1 , x2 ,φ) = max
l = 1 ,2 , ⋯, L

D2 ,2 (θ; t1 , l , t2 , l ,αl )1
(8)

其中 ,θ=αl , l = 1 ,2 , ⋯, L1 由于 D2 ,2 (θ; x1 , x2 ,φ) = D1 ,1 (θ+π/ 2 ; x1 , x2 ,φ) ,所以 ,式 (6)可以定义为

D1 ,1 (θ; x1 , x2 ,φ) = Sm (θ) , 　　θ=αl ,αl +π/ 2 , 　　l = 1 ,2 , ⋯, L1 (9)

式 (9)中 , Sm (θ) = max
l = 1 ,2 , ⋯, L

D11 (θ; t1 , l , t2 , l ,αl )1 为求解方程 (9) ,令

δ2 = ‖D1 ,1 (θ; x1 , x2 ,φ) - Sm (θ) ‖2
2 =∫
π

0
[ D1 ,1 (θ; x1 , x2 ,φ) - Sm (θ) ]2 dθ1

对δ2 的最小值求解 ,则可得δ2 =
π
128
δ2

1 + ‖Sm (θ) ‖2
2 .其中 ,δ21 = ( x2

1 + x2
2 ) (35 + 10λ+ 3λ2 ) + 64 ( x1 - x2 )

( I1 sin 2φ+ I2 cos 2φ) + 16 ( x1 + x2 ) [ (3 +λ) I1 + (1 -λ) ( I3 sin 4φ+ I4 cos 4φ) + 2 x1 x2 (3 + 10λ+ 3λ2 ) ].

由于‖Sm (θ) ‖2
2 与设计变量相互独立 ,δ2

1 分别对 x1 , x2 ,φ进行求导 ,有5δ2

5 x i
= 0 , i = 1 ,2 ;

5δ2
1

5φ = 01 即

x1 + x2 = 16
(3 +λ) I1 + (1 - λ) ( I3 sin 4φ+ I4 cos 4φ)

19 + 10λ+ 3λ2 ,

x1 - x2 = 4 ( I1 sin 2φ+ I2 cos 2φ) ,

(10)

(19 + 10λ+ 3λ3 ) [ I2
1 - I2

2 ) sin 4φ+ 2 I1 I2 cos 4φ] + 4 (1 - λ) ( I3 co s 4φ - I4 sin 4φ) ×

[ (3 +λ) I0 + (1 - λ) ( I3 sin 4φ+ I4 cos 4φ) ] = 0 (11)

式 (10) , (11)中 , I[0 ,1 ,2 ,3 ,4 ] =
1
πE∫
π

0 Sm (θ) [1 , sin 2θ,cos 2θ, sin 4θ,cos 4θ]dθ. I0 - I4 独立于 x1 , x2 ,φ,纤维
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方向φ及 x 1 , x2 可通过式 (10) , (11)求出.

1 . 4　元刚度矩阵

采用三角形单元 ,以每一结点处的纤维密度和方向作为设计变量.假设单工况下结点 n处的纤维密

度和方向角分别为 t1 , n , t2 , n和αn1 其中 , n = 1 ,2 , ⋯, N , N 为结点数目.单元的弹性矩阵可以通过对单元

各结点的弹性矩阵进行插值得到 ,有

De (ξ,η) = Σ
n∈Se

N nD n1 (12)

其中 , S e 为单元的截面积 , Dn 为结点 n处的弹性矩阵 , N n 为三角形单元的形函数.则单元刚度矩阵为

Ke =∫Ωe
B T DeB dΩ = Σ

j∈Se∫Ωe
N nB

T D ( t1 , n , t2 , n ,αn) BdΩ =

Σ
n∈Se∫Ωe

N nB
T [ tb , nD0 + ta。n ( Dccos 2αn + Ds sin 2αn) ]BdΩ =

Σ
n∈Se

[ tb , n Ke
0 , n + ta , n ( Ke

c , nco s 2αn + Ke
s , n sin 2αn) ]1 (13)

在式 (13)中 , Ke
0 , n = E∫Ωe

N nB T D0 BdΩ=
1
3

EA eB T D0 B , Ke
c , n = E∫Ωe

N nB T Dc BdΩ=
1
3

EA eB T Dc B , Ke
s , n =

E∫Ωe
N nB

T Ds BdΩ=
1
3

EA eB
T Ds B , D0 = diag[1　1　1

2
] , Dc = diag[1　- 1　0 ] , Ds =

1
2

0 0 1

0 0 1

1 1 0

;

tb , n = ( t1 , n + t2 , n) / 2 , ta , n = ( t1 , n - t2 , n) / 2 .

2　迭代方法

(1) 用三角形单元对设计域进行划分 ,设定结点位置杆件的密度和方向的初始值 ,即 t0
1 , n = t0

2 , n = 1 ,

α0
n = 0 , n = 1 ,2 , ⋯, N .初始材料为各向同性 ,其中下标 n为结点号 , N 为结点总数 ,上标表示迭代次数.

(2) 单工况下 ,各个结点处的应力和应变通过有限元计算方法求得.在工况 l ( l = 1 , 2 , ⋯, L )下 ,主

应力的方向和应变分别为

βi
nl =

1
2

tan - 1 [2τi
xy , nl / (σi

x , nl - σi
y , nl ) ] , (14)

εi
nl (βi

nl ) = |εi
x , nl +εi

y , nl + (εi
x , nl -εi

y , nl ) cos 2βi
nl +γi

xy , nl sin 2βi
nl | / 21 (15)

　　(3) 确定各单工况作用下 ,各结点 n处的纤维分布.取主应力方向为纤维的方向

αi
nl =

βi
nl | cos (αi - 1

nl - βi
nl ) | ≥ 2/ 2 ,

βi
nl +
π
2

| cos (αi- 1
nl - βi

nl ) | < 2/ 21
(16)

由满应力准则法可得 , ti
1 , nl = ti - 1

1 , nl ·εi
nl (βi

nl ) /εp , ti
2 , nl = ti - 1

2 , nl ·εi
nl (βi

nl +π/ 2) /εp1
　　(4) 确定多工况下的优化纤维分布.由式 (10) , (11)可以求解出各结点的 x i

1 , n , x i
2 , n ,φi

n .为避免刚度

矩阵奇异 ,设置一个密度的下限 : x i
j , n = max ( x i

c , x i
j , n ) , x i

c = R×max
j , n

{ x i
j , n } .其中 , j = 1 , 2 ; n = 1 , 2 , ⋯, N ;

R是一个十分小的数 ,可取 R = 10 - 7 .

(5) 验证收敛条件1 收敛条件为| 1 - V i / V i - 1 | ≤δ.其中 ,δ为收敛准则 ,取δ= 1 %;V 是结构所有纤

维的体积 ,V i =
1
3
Σ
N e

e = 1
A eΣ

n∈Se

( x i
1 , n + x i

2 , n) ; A e 为单元面积 , S e 为单元 e的结点集合.

(6) 若λ= 0 ,则结束计算 ;否则 ,降低剪切刚度比例因子 ,即λi =λi - 1 -Δλ,回到式 (2)继续运算.

3　数值算例

通过几个算例 ,验证该方法的有效性和可靠性.由于荷载的大小及材料的弹性模量 E与优化结果

无关 ,因此其数值都取单位 1 (注 : P1 = P2 代表两种工况) .

例 1　初始设计域长 8 a ,宽 5 a矩形板 ,板左边固定 ,右边自由 ,右边上下两角点各有一个集中力 ,采

用 1 262个三角形单元进行划分.例 1的开孔位置如图 1所示 ,在多工况下体积的收敛过程如图 2 所
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示 ,而其拓扑优化结果如图 3所示1

图 1　例 1的力学模型及有限单元 图 2　多工况下例 1体积的收敛过程　　

Fig. 1　Mechanical model and Fig. 2　The convergence of volume 　　

finite element of example 1　　　　　　　　　　　　　　under multiple load example 1　　

(a) 多工况　　　　　　　　　　　　(b) 工况 1　　　　　　　　　　　　　(c) 工况 2

图 3　不同工况的例 1拓扑优化结果

Fig. 3　Topology optimization under different load example 1

例 2　初始设计域长 2 a ,宽 a四角铰支的矩形板.在中心有一个直径为 0 . 5 a的圆孔 ,在上下边的中

间位置作用 2个大小相等、方向相反的的集中力.例 2的受力模型及单元划分如图 4所示 ,在多工况下

体积的收敛过程如图 5所示 ,而其拓扑优化结果如图 6所示1

图 4　例 2的受力模型及单元划分 图 5　多工况下例 2体积的收敛过程

Fig. 4　Mechanical model and Fig. 5　The convergence of volume

finite element of example 2　　　　　　　　　　　　　　　　under multiple load example 2

(a) 多工况　　　　　　　　　　(b) 工况 1　　　　　　　　　　　(c) 工况 2

图 6　不同工况的例 2拓扑优化结果

Fig. 6　Topology optimization under different load example 2
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4　结束语

以杆件在结点位置的密度和方向作为设计变量 ,结点密度连续变化 ,不会出现单元铰接及棋盘格现

象1 针对矩形单元只能划分规则区域的的局限性 ,而且不能很好逼近连续体的边界 ,提出采用三角形单

元进行划分的方法1 先计算出各个单工况下结点的弹性矩阵 ,然后拟和出多工况下的弹性矩阵.算例证

明表明 ,该方法是合理的、有效的.
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Topology Optimization of Truss2Like Structures for

Multiple Load Cases With Stress Constraints

YAN Kai , ZHOU Ke2min

(College of Civil Engineering , Huaqiao University , Quanzhou 362021 , China)

Abstract :　The densities and orientations of members at nodes are taken as design variables , the member orientations are

adjusted to align the principal st ress directions , checkerboard and mesh2dependencies disappear without any additional

technique. Adopting the t riangle element s to fill the design region , the difficulty to divide irregular design domain by rec2
tangular element s is overcome. Fiber2reinforced orthot ropic composite is employed as the material model to simulate the

constitutive relation of t russ2like continua , the topological optimum structure is suggested by the continuous lines , these

continuous lines represent the actual dist ribution of members in the t russ st ructures that it is intended to build. Two ex2
amples are used to demonst rate the rationality and efficiency of the presented method.

Keywords :　topology optimization ; st ress const raint s ; multiple load cases ; t riangle element
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