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量子环面上的斜导子李代数模的导子
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摘要: � 记 L 为量子环面上的斜导子李代数,研究李代数 L�模的导子集的结构. 通过对导子集中的元素的线

性分析,得到从 L 到 L�模F �
g (V )的导子, 以及一上同调群 H 1 ( L, F�

g (V ) ) .
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无穷维李代数在 Dual Resonance M odel中, 以及在孤立子理论、科特韦格�德弗里斯方程和其他可
积系统的构造等方面应用较为广泛.在无穷维李代数中, Viraso ro 代数是另一类非常重要的代数� 量子
环面的导子李代数与 Vir asoro 代数的推广存在着密切的联系, 量子环面的斜导子李代数 L 是量子环面

的导子李代数的子代数. 李代数理论中对于导子的研究,其重要性体现在它们与低维上同调群之间的紧

密关系上,通过对它们的研究,可以构造出或实现许多有意义的李代数.对每个线性李代数的表示, 文

[ 1]具体地构造出交换结合代数上导子李代数的子代数全形的一类表示� 文[ 2]研究了 Larsson函子的

像的结构,即文[ 1]中构造的, 与一般线性李代数 gl n 的表示相对应的交换结合代数的全体导子构成的

李代数的一类表示� 文[ 3]构造了一族从特殊线性李代数 sl 2 的模到L 的模函子F
�
g , 并刻画了 F

�
g( V)的

结构.本文在对 q 是 p 次本原单位根时, 给出了 L�模F
�
g ( V)的导子及一上同调群,包含了文[ 4]的结果.

1 � 预备知识

定义 1 � 设 G 是一个交换群, L =  x � GL x 是一个G�分次李代数, V =  x � GV x 是一个G�分次 L�模.

一个线性映射 D  L !V, 如果它满足

D( [ u, w ] ) = u ∀D( w ) - w ∀ D(u) , � � u, w � L, (1)

则称 D 为一个导子.如果导子 D满足D (u)= u∀ v, u � L ( v � V 是固定的) , 则称 D 为一个内导子.如果

D(V y ) ! V x+ y , ∀y � G,则称导子 D 是 x 次的.

引用记号 Der( L , V)和 Inn( L, V)表示导子空间和内导子空间, 用 Der ( L , V) x 表示 x 次的导子空

间.李代数 L 在模 V 上的一上同调群H
1
( L , V)~ Der( L , V ) / Inn( L , V ) .

对任意的非负整数 p , 设 q为 p 次本原单位根.记 e1= (1, 0) , e2 = (0, 1) , �= Ze1+ Ze2 , �
*
= �\ (0,

0) , �1= p �, �2= �\ �1 ,U= Ce1+ Ce2 , L#= ∃D(m) | m � � * %, d1 , d2 是两个符号, L = L# ∃d1 , d2%, 约定

D(0 )= 0.

定义 L 上的双线性运算为

[ D( m) , D(n) ] = g( m, n) D(m, n) ,

[ d i , D (m) ] = - [ D(m) , d i ] = miD (m) ,

[ d1 , d2 ] = 0�

其中, i= 1, 2,m= m1e1+ m2 e2 � � *
, n= n1e1+ n2 e2 � �*

,而
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g(m, n) =
q
m
2
n
1 - q

m
1
n
2 , � 当 m, n # �1 ,

m2n1 - m1n2 , � 其他.

L 就是一个量子环面上斜导子李代数, 且是一个 Z
2 分次的李代数.

� � 定义 2
[ 3] � 对 ∀�� U, ∀sl2 �模 V 和∀n � � ,设 V( n)是一个同构于 V 的向量空间� 因此,定义一个

映射: F
�
g  sl2 �模! L�模,则有

V �! F
�
g ( V) =  n � � V (n) .

L 在模F
�
g( V)上的作用定义为

D( m) ∀ v (n) =
 (m, n) ( g(m) - f (n, m) ) v( n+ m) , � � � m � �2 ,

(u, n+ �) v (m+ n) + A( u,m) v (m+ n) , � � m � �1 .

d i ∀ v (n) = ( ni + �i ) v( n) , � � i = 1, 2

其中,  , f 为从 � & � 到 C的两个映射� 有
 (n,m) = q

n
2
m
1 ,

f (n, m) = q
n
2
m
1
- n

1
m
2 ,

g为从 � 到 C的函数,满足

g(n) g(m) = g( n+ m) , � � ∀n,m � �,

且 g( s) = 1, � � ∀s � �1 ,

u = ( m2 , - m1) ,

A (u,m) = - m
2
1e + m

2
2 f + m1m2 h�

其中, e, f , h是 sl 2 的 Chevalley 基� 显然, L 的模F
�
g ( V)是一个 Z

2 分次的模.

2 � 主要结果和引理

设 e, f , h是 sl 2 的 Chevalley基, V 是李代数 sl 2 的一个不可约 t维模,它的基为 v 1 , v 2 , ∋, v t� 所有
下标 j 没有特别说明都是指 j = 1, 2, ∋, t .

引理 1 � hv j= ( t+ 1- 2j ) v j ; f v j= j v j+ 1 ; ev j = ( t- j + 1) v j - 1� 规定: v 0= v t+ 1= 0

定理 1
[ 5] � 设 G是一个交换群. 如果 L =  

x � G
L x 是一个有限生成的G�分次李代数,并且 V 是一个G�

分次 L�模,那么, Der( L , V) =  
x � G

Der( L , V) x .

主要结果为

定理 2 � ( 1) 如果 �� U, 并且不存在 s � �,使得g (m) ( f ( s,m) , 那么,有 Der( L , F�
g ( V) )= Inn( L,

F
�
g( V ) ) .

(2) 如果 �� U, 并且存在 s � �,使得g( m) ( f ( s,m) , 那么, ( a) 当- �- s � �2 时, Der( L , F �
g( V ) )=

Inn( L , F�
g ( V) ) ; ( b) 当- �- s � �1 , t= 1时, Der( L, F�

g( V) )= ∃!1 , !2 , ∀1 , ∀2% Inn( L , F�
g( V) )� 其中,

!i ( d j ) = 0,

!i (D( m) ) =
miv 1( m- �) , � m � � 1 ,

� � 0, � � � � m � �2 .

∀i ( d j ) = #i, j v 1(- �) ,

∀i ( D(m) ) = 0, � � i, j = 1, 2.

当- �- s � �1 , t= 2时, Der( L, F�
g( V) )= ∃!% Inn( L , F�

g ( V) )� 其中,

!( d1) = !( d2) = 0,

!(D(m) ) =
q
r
2
( m

1
- 1)

m1v 1( m- �) + q
r
2
( m

1
- 1)

m2v 2(m- �) , � m � �2 ,

� � � � � � � � � � 0, � � � � � � � � � m � �1 .

当- �- s � �1 , t= 4时, Der( L, F
�
g( V) )= ∃∃% Inn( L , F

�
g ( V) ) ,其中

∃( d1) = ∃( d2) = 0,

∃(D(m) ) = m
3
1 v 1(m - �) + m

2
1m2v 2( m- �) + m1m

2
2v 3 (m- �) + m

3
2v 4 (m- �) .

当- �- s � �1 , t)3,并且 t ∗ 4时, Der( L, F�
g( V) )= Inn( L , F�

g ( V ) ) .
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由定理 2,可设 Der( L , F�
g ( V) )=  

r � Z2
Der( L , F�

g ( V) ) r. 对 D r � Der( L , F�
g ( V ) ) r ,可设

D r (D(m) ) = %
t

j = 1
&j ( r ,m)∋j ( r + m) , (2)

D r( d i ) = %
t

j = 1
(i, j ( r)∋j ( r) , � � i = 1, 2, (3)

其中,&j ( r ,m)是一个从 � & � 到 C的映射, (i, j ( r)是从一个 � 到 C的映射. 为了方便, 记 &j ( r , 0 )= 0,

&t+ 1( t ,m)= 0= &0( r ,m) , (i, t+ 1( r)= (i, 0( r)= 0.

由引理 1及定义 2有

A (u,m) ∋j = - m
2
1( t - j + 1)∋j- 1 + m

2
2 j∋j+ 1 + m1m2( t+ 1 - 2 j )∋j , (4)

A (u#, n)∋j = - n
2
1( t- j + 1)∋j- 1 + n

2
2 j∋j+ 1 + n1n2 ( t + 1 - 2j )∋j , (5)

其中, u= (m2 , - m1) , u#= ( n2 , - n1) .

在式(1)中,令 u= D(m) , w= D( n) , 再将式(2)代入,并结合式(4) , (5) ,可得到

g(m, n) &j ( r,m+ n) =  (m, r+ n) ( g( m) - f ( r+ n,m) ) &j ( r, n) -

 ( n, r+ m) ( g(n) - f ( r+ m, n) ) &j ( r,m) , � � m, n � � 2 , (6)

g(m, n) &j ( r,m+ n) =  (m, r+ n) ( g( m) - f ( r+ n,m) ) &j ( r, n) -

(u#, r + m+ �)&j ( r ,m) - n1 n2( t+ 1 - 2 j ) &j ( r, m) +

n
2
1( t - j ) &j+ 1 ( r, m) - n

2
2( j - 1)&j- 1( r,m) , � � m � �2 , � n � �1 , (7)

g(m, n) &j ( r,m + n) = (u, r+ n+ �) &j ( r , n) +

m1m2( t + 1- 2j ) &j ( r , n) - m
2
1( t- j ) &j+ 1( r, n) + m

2
2 ( j - 1) &j- 1 ( r, n) -

 (n, r + m) ( g(n) - f ( r + m, n) ) &j ( r, m) , � � m � �1 , � n � �2 , (8)

g(m, n) &j ( r,m + n) = (u, r + n+ �) &j ( r, n) + m1m2 ( t + 1 - 2j )&j ( r , n) -

(u#, r + m + �) &j ( r,m) - n1n2( t + 1- 2j ) &j ( r , n) - m
2
1( t- j ) &j+ 1 ( r, n) +

m
2
2( j - 1) &j- 1( r , n) + n

2
1( j - 1)&j+ 1( r,m) - n

2
2( j - 1) &j- 1( r ,m) , � � m, � n � �1 . (9)

在式(1)中,令 u= d i , w= D(m) ,再将式( 2) , (3)代入可得到

( r i + �i )&j ( r ,m) =  (m, r) ( g (m) - f ( r,m) ) (i, j ( r) , � � m � �2 , � i = 1, 2. (10)

( r i + �i ) &j ( r ,m) = (u, r + �) (i, j ( r) + m1m2 ( t + 1 - 2j ) (i, j ( r) -

m
2
1( t - j ) (i, j+ 1( r) + m

2
2 ( j - 1) (i, j- 1 ( r) , � � m � �1 , � i = 1, 2. (11)

在式(1)中,令 u= d1 , w= d2 ,再将式( 3)代入可得到

( r 1 + �1) (2j ( r) - ( r2 + �2 ) (1 j ( r) = 0. (12)

� � 由上面的讨论可以看到, 所有的函数 &j ( r, m) , (i, j ( r )都由方程(6)~ ( 12)决定, 可以通过这些方程

来推导出导子 D r ( r � � )� 由上述方程结合线性代数知识可得到以下引理, 证明过程略.

引理 2 � 当 r+ �∗0 时, dim Der( L , F�
g ( V) ) r + t.

引理 3 � 当 r+ �= 0 时, 对∀m= m1e1 + m2 e2 � �*
, &j ( r, m) , j = 1, 2, ∋, t ,可由 &j ( r , m1 e1) , &j ( r,

m2e2) ( j= 1, 2, ∋, t)线性表示.

引理 4 � 如果 r+ �= 0 ,而且有( 1) 当 g( e2) ∗q- r
1时,对 ∀m1 , m2 � Z, &j ( r, m1 e1) , &j ( r, m2e2 ) , j =

1, 2, ∋, t ,都可由 &j ( r, e2 ) ( j = 1, 2, ∋, t)线性表示.

(2) 当 g( e1) ∗ q
r
2时,对 ∀m1 , m2 � Z, &j ( r, m1 e1) , &j ( r , m2 e2) , j = 1, 2, ∋, t, 都可由 &j ( r , e1) ( j =

1, 2, ∋, t )线性表示.

(3) 当 g( e1)= q
r
2 , g( e2)= q

- r
1时, 对∀m1 , m2 � Z有如下 4种情形�

当 t= 1时, &1( r , m1e1 ) , &1( r , m2e2 )可由 &1( r, pe1) , &1( r, pe2)线性表示.

当 t= 2时, &j ( r, m1 e1) , &j ( r, m2e2 ) , j = 1, 2,可由 &1( r, pe1) ,&2( r, e2) , &1( r, e1)线性表示.

当 t= 4时, &j ( r, m1e1 ) , &j ( r, m2e2 ) , j = 1, 2, 3, 4, 可由 &1( r, pe1) , &2 ( r , pe1 ) , &2 ( r , pe2 ) , &3( r,

pe1 )和 &3 ( r, pe2 )线性表示.

当 t= 3或 t)5时, &j ( r, m1e1) , &j ( r , m2e2) , j = 1, 2, ∋, t , 可由 &j ( r, pe1) ,&2 ( r, pe2 ) ( j = 1, 2, ∋,

t- 1)线性表示.
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引理 5 � 如果 r+ �= 0 时,

(1) 如果 g ( e1) ∗qr2或 g( e2) ∗q- r1 ,则 (1, j ( r)= (2, j ( r) = 0, j = 1, 2, ∋, t .

(2) 如果 g ( e1) = q
r
2且 g( e2) = q

- r
1 ,当 t= 1时, (1, 1( r) , (2, 1( r)可取任意复数;当 t ∗1时,(1, j ( r)=

(2, j ( r)= 0, j= 1, 2, ∋, t.

引理 6 � 如果 r+ �∗ 0 或 ∃m= m1e1 + m2 e2 � �*
, 使得 g ( e1 )

m1 g ( e2)
m2 ∗ f ( r, m)或∀m= m1e1+

m2e2 � � , g( e1) m1 g( e2) m
2 ( f ( r,m)且 t)3时;如果 dim Der( L , F�

g ( V ) ) r + t,则 dim Der( L , F�
g ( V ) ) r=

t,并且 Der( L , F�
g ( V ) ) r= Inn( L , F�

g( V ) ) r .

3 � 定理 3的证明

3. 1 � 分 2种情形讨论

情形 1 � r+ �∗ 0 ,由引理 2可知, dim Der( L , F
�
g ( V) ) r + t. 再由引理 6可得, dim Der ( L , F

�
g ( V) ) r=

t,并且 Der( L , F
�
g ( V ) ) r= Inn( L , F

�
g( V ) ) r .

情形 2 � r+ �= 0 ,即 r 1= - �1 , r 2= - �2 .因为不存在 s � �,使得 g( m)= f ( s, m) ,所以 g( e1) = q
r2

和 g( e2)= q
- r

1两式必有一个不成立,即 g( e2) ∗q- r
1或 g( e1) ∗ q

r
2 .当 g ( e2 ) ∗ q

- r
1 , 则由引理 3,引理 4

(1) , 引理 5( 1)可知, dim Der( L , F�
g( V) ) r + t;当 g( e1 ) ∗qr 2 , 则由引理 3, 引理 4( 2) ,引理 5(1)可知

dim Der( L , F �
g( V ) ) r + t.

再由引理 6可得

dim Der( L , F
�
g( V ) ) r = t,

Der( L , F�
g( V) ) r = Inn( L , F�

g ( V ) ) r .

由以上讨论可知

Der( L, F�
g( V) ) r = Inn( L , F�

g ( V) ) .

3. 2 � 分 3种情形讨论

情形 1 � r+ �∗0 时,同节 3. 1中情形 1.

情形 2 � r= - �且 r- s � �2 , 不妨设 p%r 1- s1 , 则 g( e2 )= q
- s

1 ∗ q
- r

1 ,由引理 3, 引理 4(1) ,引理 5

(1) , 可知

dim Der( L , F �
g( V ) ) r + t.

再由引理 6可得

dim Der( L , F
�
g( V ) ) r = t,

Der( L , F�
g( V) ) r = Inn( L , F�

g ( V ) ) r .

� � 情形 3 � r= - �且 r- s � � 1 ,即 p | r 1- s1 , p | r2 - s2 , 且 g( e1) = q
r
2 , g ( e2 )= q

- r
1 , 由引理 3,引理 4

(3) , 引理 5( 2)可知,当 t= 1时, D - �由 (1 ( r) , f 1( r) , &1(- �, pe1) , &2(- �, pe2)定义,因此

dim Der( L , F�
g ( V ) )- � + 4.

令 !i ( d j ) = 0, !i (D( m) ) =
miv 1 (m- �) , � m � � 1 ,

� � 0, � � � � m � � 2 ,

∀i ( d j ) = #i, j v 1(- �) , ∀i (D(m) ) = 0, � � i, j = 1, 2.

易证,!1 ,!2 , ∀1 , ∀2 是线性无关的外导子� 所以,有

dim Der( L , F
�
g ( V ) )- �= 4,

Der( L , F
�
g ( V) ) - �= ∃!1 ,!2 , ∀1 , ∀2%.

� � 当 t= 2时, D - �由 &1 (- �, pe1 ) , &2 (- �, pe2) , &1 (- �, e1)定义,因此

dim Der( L , F
�
g ( V ) )- � + 3.

令 !i ( d1) = !i ( d2) = 0,!i (D(m) ) =
� � � � � � � � 0, � � � � � � � m � �2 ,

m
2
i v i (m- �) + m1m2 v 3- i (m- �) , � � m � �1 , � i = 1, 2,

!3( d1) = !3( d2) = 0, !3( D(m) ) =
q
r
2
( m

1
- 1)

m1 v 1(m - �) + q
r
2
( m

1
- 1)

m2v 2 (m- �) , � � m � �2 ,

� � � � � � � � � 0, � � � � � � � � � � � m � �1 .

588 华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版) � � � � � � � � � � � � � � 2009 年



� � 易证,!1 ,!2是线性无关的内导子,!3 是外导子� 所以,有

dim Der( L , F�
g ( V ) )- �= 3,

Der( L, F�
g( V) ) - �= ∃!3%  Inn( L , F�

g( V) ) - �;

� � 当 t= 4时, D - �由 &1 ( r, pe1 ) , &2( r , pe 1) , &2( r , pe2) , &3( r, pe1)和 &3( r, pe2 )定义, 所以 dim Der( L,

F
�
g( V ) ) - � + 5.令

∃1( d1) = ∃1( d2 ) = 0,

∃(D(m) ) = m
3
1 v 1(m - �) + m

2
1m2v 2( m- �) + m1m

2
2v 3 (m- �) + m

3
2v 4 (m- �) ,

∃( d1) = d1 ∀ v j (- �) = 0, � � ∃j ( d2) = d2 ∀ v j (- �) = 0,

∃j (D( m) ) = D(m) ∀ v j (- �) , � � j = 2, 3, 4, 5.

易证, ∃j ( j = 1, 2, 3, 4, 5)是线性无关的导子� 其中, ∃j ( j = 2, 3, 4, 5)是内导子.所以,当 t= 4时,有

dim Der( L , F
�
g ( V ) )- �= 5,

Der( L, F
�
g( V) ) - �= ∃∃1%  Inn( L , F

�
g ( V) ) - �;

当 t= 3, t )5时, D - �由 &j ( r, pe1) ,&2 ( r, pe2 ) , j = 1, ∋, t- 1定义,所以,有 dim Der( L , F
�
g( V ) ) - � + t.令

)j ( d1) = d1 ∀ v j (- �) = 0, � � )j ( d2) = d2 ∀ v j (- �) = 0,

)j (D(m) ) = D(m) ∀ v j (- �) .

� � 易证, )j ( j = 1, 2, ∋, t)是 Der( L , F�
g ( V) ) - �中线性无关的内导子� 所以, 有

dim Der( L , F�
g ( V ) )- � = t,

Der( L , F�
g ( V ) )- � = Inn( L , F�

g ( V ) )- �.

� � 推论 1 � (1) 如果 �� U,并且不存在 s � �, 使得 g( m) ( f ( s,m) , 那么, 有 dim H
1
( L , F

�
g ( V) )= 0.

(2) 如果 �� U, 并且存在 s � �, 使得 g (m) ( f ( s,m)� 那么, 有( a) 当- �- s � � 2 时, dim H
1
( L ,

F
�
g( V ) )= 0; ( b) 当- �- s � �1 , t= 1时, dim H

1
( L, F

�
g( V) )= 4; ( c) 当- �- s � �1 , t= 2, t= 4时,

dim H
1
( L , F

�
g( V) ) = 1; ( d) 当- �- s � �1 , t)3并且 t ∗4时, dim H

1
( L , F

�
g ( V) )= 0.
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The Derivations From the Lie Algebra of Skew Derivations

on Quantum Torus to Its Modules

WEN Qin�zhu
( S chool of Mathem at ical Sciences, Hu aqiao Un iversi ty, Quanzhou 362021, C hina)

Abstract: � Denote the skew der ivation L ie alg ebr a over the r ank 2 quanturn torus by L , the str ucture of the der iv ations o f

modules o ver Lie alg ebr a L is studied. By t he analy sis o f linear r elationships among deriv ations, w e obt ain the der ivat ions

from L to L�modules F �
g ( V ) and g ive the fir st cohomology g roup H 1 ( L , F�

g (V ) ) .
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