
� 第 30卷 � 第 4期 华 侨 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) Vo l. 30 � No . 4 �

� 2009 年 7 月 Journal of H uaqiao University ( Natur al Science) � Jul. 2009 �

� 文章编号: � 1000�5013( 2009) 04�0468�05

回归时间局部熵的多重分形谱的上界估计
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摘要 : � 研究关于回归时间的局部熵的多重分形谱, 利用广义熵和熵容量得到关于回归时间的局部熵的多重

分形谱的两种上界估计� 同时,研究回归时间的局部熵的多重分形谱的定义域.
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多重分形分析是分形几何的一个重要研究方向� 以往的多重分形分析, 主要研究 Borel测度 �的

局部维数(如果极限存在) ,即 d�( x ) = lim
�� 0

log �[ B( x , �) ]
log �

� 其中, B( x , �)为 x 处的 ��开邻域. 研究的

目的是为了描述具有相同逐点维数的点的集合� 为此,文[ 1]引进了多重分形谱 f (  ) .多重分形谱为函

数 f ( )= dimH ( { x : d�( x ) =  } ) , dimH 为豪斯道夫维数. 后来,越来越多的学者推广了此过程,如文[ 2�
4]定义了关于回归时间的局部熵, 并研究了其多重分形谱的一些性质.本文研究关于回归时间的局部熵

的多重分形谱的上界估计,以及局部熵的取值范围(即分形谱的定义域) .

1 � 非紧致集合的拓扑熵

Bow en[ 5] 把拓扑熵推广到非紧致集合或非不变集的情况上, Pesin [ 6]给出了一个等价的定义.

设 f : X �X 为非空紧致度量空间( X , d)上的连续映射, != {U 1 ,  , UM }为 X 的一个有限开覆盖.

定义一个串 U为一个序列 U i
1
,  , U i

n
, 其中 i k ! {1,  , M} . 串 U的长度n 记为n(U) ,所有长为 n 的串

组成的集合记为 W n( !) ,且记 W ∀n( !)= # k∀nW k ( !) .对任意的 U ! W n( !) ,定义

X ( U) = U i
1 ∃ f

- 1
U i

2 ∃  ∃ f
- n+ 1

Ui
n = { x ! X : f

k- 1
x ! U i

k , k = 1,  , n} .
若 Z # U ! ∀X (U) ,则称由串组成的集合覆盖集合 Z  X .

对任意的实数 s 以及由串组成的集合 ∀,定义 ∀的自由能量为

F( ∀, s) = #
U ! ∀

exp(- n(U) s) .

对给定的集合 Z,定义

M(Z, !, s, n) = inf
∀ covers Z
∀ W ∀n( !)

F( ∀, s) ,

以及

M (Z, !, s) = lim
n� %

M(Z, !, s, n) .

则存在唯一的一个值 !s, 使得 M (Z, !, & )从+ % 跳到 0,有

h( Z, !) : = !s = sup{ s: M(Z, !, s) = + % } = inf { s: M( Z, !, s) = 0} .

最后,得到极限存在,有

htop( f , Z) : = lim
diam( !) � 0

h(Z, !) .
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� � 定义 1 � h top( f , Z)称为 f 限制在集合Z 上的拓扑熵,或简称为 Z 的拓扑熵.

定义 1类似于豪斯道夫维数的定义.实际上, 这些定义为所谓的 Cratheodory 结构 [ 6] 的特殊例子,

因而具有类似的性质.

引理 1
[ 6] � 定义 1的拓扑熵具有如下3点性质. (1) htop( f , Z1 ) ∋ htop( f , Z2) ,对任意的Z1  Z2  X .

(2) h top( f , Z)= supi h top( f , Z i ) , 其中 Z= #
%

i= 1
Z i , Z i  X . ( 3) 如果 �为不变测度, 且 �( Z)= 1, 则 h top ( f ,

Z) ∀h�( f ) ,其中 h�( f )为 f 的测度熵.

2 � 关于回归时间的局部熵和多重分形谱

设 f : X �X 为非空紧致度量空间( X , d)上的连续映射,取 X 的一个子集 U, 对任意的 x ! X ,定义

x 首次回到 U的回归时间为

∃U( x ) = inf{ k > 0: f k
( x ) ! U} .

� � 定义 2
[ 3] � 定义 x 处的关于回归时间的上、下局部熵分别为

∀h∃( f , x ) = lim
�� 0

lim
n� %

sup[
1
n
lo g∃Bn

( x, �) ( x ) ] ,

h
-
∃( f , x ) = lim

�� 0
lim
n� %

inf [ 1
n
log∃B

n
( x, �) ( x ) ] .

其中, Bn( x , �)= { y ! X : d[ f
i
( x ) , f

i
( y ) ] < �, i= 0,  , n- 1} , �> 0.

若 ∀h∃( f , x )= h
-
∃( f , x ) , 则称 f 在 x 处关于回归时间的局部熵存在,记为 h∃( f , x ) .以下引理说明了

局部熵的存在性.

引理 2
[ 3] � 设 f : X �X 为非空紧致度量空间( X , d)上的连续映射, �为支撑在X 上的遍历测度.则

对 � a. e. , x ! X , 有

∀h∃( f , x ) = h
-
∃( f , x ) .

对任意的  ∀0,考虑关于回归时间的局部熵的水平集: K  = { x ! X : h∃( f , x ) =  } . 文[ 3]用拓扑熵去测

量水平集 K  的大小,从而定义了关于回归时间的局部熵的一种多重分形谱为

%( ) = h top( f , K  ) ,

其中, h top( f , K  )为 K  的拓扑熵.

3 � 集合的( q, ∃) �熵

文[ 3]中定义了集合的( q, ∃)�熵� 假设 &= { Bn
i
( x i , �) } i 为一个至多可数的集合, t ! R, 定义 &的

( q, ∃) �自由能量为
F∃(&, q, t) = #

i
∃Bn, i

( x
i
,�) ( x i )

- q
exp(- tn i ) .

对给定的非空的集合 Z X ,以及 q, t ! R, �> 0, N 为自然数,令

M
c
∃( Z, q, t, �, N) = inf &F ∃(&, q, t ) .

其中, 下确界取遍所有的有限或可数的集族&= { Bn, i ( x i , �) } i , 满足 x i ! Z, n i ∀N 且 Z  # iB ni ( x i , �) .

对于空集,定义 M
c
∃( ∋, q, t, �, N )= 0.由于 M

c
∃( Z, q, t, �, N )关于 N 是非减的,所以存在

M
c
∃( Z, q, t, �) = lim

N � %
M

c
∃( Z, q, t , �, N ) = sup

N> 1
M

c
∃( Z, q, t, �, N ) .

� � 由于考虑的是中心在给定集合上的覆盖,因而 M
c
∃( Z, q, t, �)不一定是关于集合 Z 单调的.为了形成

单调性,令 M ∃( Z, q, t, �)= sup
Z( Z

M
c
∃( Z(, q, t , �) .

由以上定义,可以得到如下结论.

引理 3
[ 3] � 对于任意的 t ! R,集值函数 M∃( & , q, t , �)具有如下的 3点性质. (1) M∃( ∋, q, t , �) = 0.

(2) M∃( Z1 , q, t , �) ∋ M∃( Z2 , q, t , �) ,对任意的Z1  Z2 . (3) M∃( # iZ i , q, t, �) ∋ #
i
M ∃( Z i , q, t, �) ,对任意的

Zi  X , i= 1, 2,  .

引理 4
[ 3] � 存在一个临界值 h∃( f , q, Z, �) ! [ - % , + % ] ,使得
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M∃( Z, q, t , �) =
% , � � t < h∃( f , q, Z, �) ;

0, � � t > h∃( f , q, Z, �) .

� � 引理 5
[ 3] � 下列结论成立: ( 1) h∃( f , q, ∋, �)= - % ; ( 2) h∃( f , q, Z1 , �) ∋ h∃( f , q, Z2 , �) , 对任意的

Z1  Z2 ; (3) h∃( f , q, # iZ i , �)= supi h ∃( f , q, Z i , �) ,对任意的 Z i  X , i= 1, 2,  .

定义 3
[ 3] � 集合 Z的( q, ∃) �熵为

ht ( f , q, Z) = lim
) ) )

�� 0
h∃( f , q, Z, �) .

� � 引理 6
[ 3] � 由引理 5和定义 3,可以得到 h t ( f , q, Z)具有如下 3点性质� ( 1) h∃( f , q, ∋)= - % . (2)

h∃( f , q, Z1) ∋ h∃( f , q, Z2) ,对任意的Z1  Z2 . (3) ht ( f , q, # iZ i )= sup i h∃( f , q, Z i ) ,对于任意的 Z i  X ,

i= 1, 2,  .
文[ 3]研究了水平集 K  的拓扑熵跟( q, ∃) �熵之间的关系,得到如下结论.

定理 A
[ 3 ] � 对任意的  ∀0, q ! R,有

h top( f , K  ) = q + h∃( f , q, K  ) .

4 � 结论

首先给出 Legendre变换[ 7]的定义.令 g: I �R为定义在某一区间 I 上的函数,定义 g 的 Legendre

变换 g
* 为区间 I

* 上的函数, g
*
( y) = inf

x ! I
[ x y+ g ( x ) ] ,其中 I

* = { y: - % < g
*
( y ) < + % } . 区间 I

* 称

为 Legendr e变换 g
* 的定义域.

由于 K   X , 根据( q, ∃) �熵的性质,有

h∃( f , q, K  ) ∋ h∃( f , q, X ) , � � #q ! R.

记 h( q)= h∃( f , q, X )� 再由定理 A 的结论,有

htop( f , K  ) ∋ q + h( q) , � � # , q.
故有 %(  ) : = h top ( f , K  ) ∋ h*

(  )= inf
q
[ q + h( q) ] .

下面研究 h
*
( )的定义域,及其与多重分形谱的定义域之间的关系. 引入记号:

 
-
= sup

q> 0
[-

h( q)
q

] , � � ∀ = inf
q< 0

[-
h( q)
q

] .

显然,有

h
*
( ) = inf

q
[ q + h( q) ] > - % , � � # ! ( 

-
,∀ ) .

� � 以下引理说明了,区间[  
-
, ∀ ]包含着多重分形谱的定义域, 即# ∃ [  

-
, ∀ ] , K  = ∋.

引理 7 � 下式成立,有

 
-
= inf

x ! X
∀h ∃( f , x ) ∋ sup

x ! X
h
-
∃( f , x ) ∋ ∀ ,

因此,对  ∃ [  
-
, ∀ ] , K  = ∋.

证明 � 由引理 4可知,中间的不等式显然成立.

若  
-
> inf

x ! X
∀h ∃( f , x ) ,则存在 q0> 0, x ! X 及(> 0,使得

-
h( q0 )
q0

> ∀h∃( f , x ) + (.

因此, t0 : = - q0(∀h∃( f , x )+ ()> h( q0) .

另外,由

∀h∃( f , x ) = lim
�� 0

lim
n� %

sup[ 1
n
log ∃B

n
( x, �) ( x ) ] ,

存在 �> 0, n ! N ,使得当 n> N 时,有

1
n
log ∃Bn

( x, �) ( x ) ∋ ∀h∃( f , x ) + (.

因此, #n> N ,有
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∃B
n
( x , �) ( x )

- q
0 exp(- t0 n) ∀ exp[- nq 0(∀h∃( f , x ) + () ] & exp(- t 0n) = 1,

注意到 q0> 0, 故有

M ∃( { x } , q0 , t0 , �} = sup
Z  { x }

M
c
∃( Z, q0 , t0 , �) =

M
c
∃( { x } , q0 , t0 , �) = lim

N � %
M

c
∃( { x } , q0 , t 0 , �, N ) =

lim
N � %

inf
n∀N

∃B
n
( x, �) ( x )

- q
0 & exp(- t0 n) ∀ 1.

因此, h t ( f , q0 , { x } , �) ∀ t0 , h t ( f , q0 , { x } ) ∀t 0> h( q0) = h∃( f , q0 , X ) .这显然与引理 6结论( 2)矛盾.所

以,  
-
∋ inf

x ! X
∀h ∃( f , x ) .

另一方面, 若sup
x ! X

h
-
∃( f , x )> ∀ ,则存在 q0< 0, x ! X 及(> 0,使得

-
h( q0)
q0

< h- ∃( f , x ) - (.

因此,有

t 0 : = - q0 ( h- ∃( f , x ) - () > h( q0 ) .

� � 另外,由

h- ∃( f , x ) = lim
�� 0

lim
n� %

inf [ 1
n

log∃B
n
( x , �) ( x ) ] ,

存在 �> 0, n ! N ,使得当 n> N 时,有

1
n

log ∃B
n
( x, �) ( x ) ∀ h- ∃( f , x ) - (.

因此, #n> N ,有

∃B
n
( x, �) ( x )

- q
0exp(- t0 n) ∀ exp[- nq 0( h- ∃( f , x ) - () ] & exp(- t 0n) = 1,

注意到 q0< 0. 故有

M ∃( { x } , q0 , t0 , �) = sup
Z  { x }

M
c
∃( Z, q0 , t0 , �) =

lim
N � %

inf
n∀N

∃( B
n
( x, �) ) ( x )

- q
0 & exp(- t0 n) ∀ 1.

故 ht ( f , q0 , { x } ) ∀ t 0> h( q0 )= h∃( f , q0 , X ) .这显然与引理 6结论(2)矛盾. 所以sup
x ! X

h
-
∃( f , x ) ∋ ∀ .

综合以上的结论,可以得到如下定理:

定理 B � 设 f : X �X 为非空紧致度量空间( X , d)上的连续映射,且具有有限拓扑熵.则存在  
-
, ∀ ,

使得(1) # ∃ [  
-
, ∀ ] , K  = ∋; (2) 对于  ! (  

-
, ∀ ) ,有

%( ) : = h top( f , K  ) ∋ h
*
(  ) = inf

q
[ q,  + h( q) ] ,

其中, h( q)= h∃( f , q, X ) .

以下研究另一种上界估计的方法.

豪斯道夫维数的定义中,用得直径最多为 �的球构成的覆盖族,如果考虑用半径等于的球构成的覆

盖,就得到了上下容量的定义.相同的方法可以用到( q, ∃) �熵的例子.

下面给出上、下( q, ∃)�熵容量的定义.跟前面一样,用 F∃(&, q, t)表示&的( q, ∃)�自由能量. 但对任

意的非空的集合 Z  X ,定义 CM
c
∃( Z, q, t , �, n)= inf

&
F ∃(&, q, t)� 其中,下确界取遍所有的有限或可数的

集族&= { Bn( x i , �) } i , 满足 x i ! Z, 且 Z  # iB n( x i , �) .注意到 &中所有的球中n 是相同的.由于 CM
c
∃

( Z, q, t , �, n)不一定是关于 n单调的,所以定义

CM
c
∃( Z, q, t, �) = lim

n� %
CM

c
∃( Z, q, t , �, n) ,

CM
c
∃( Z, q, t, �) = lim

n� %
CM

c
∃( Z, q, t , �, n) .

另外,为了满足单调性,定义

CM ∃( Z, q, t , �) = sup
Z( Z

CM
c
∃( Z(, q, t , �) ,

CM ∃( Z, q, t , �) = sup
Z( Z

CM
c
∃( Z(, q, t , �) .

则存在一个临界值Ch∃( f , Z, q, �) , Ch∃( f , Z, q, �) ! [ - % , + % ] , 使得
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CM ∃( Z, q, t , �) =
% , � � t < Ch∃( f , Z, q, �) ,

0, � � t > Ch ∃( f , Z, q, �) .

CM ∃( Z, q, t , �) =
% , � � t < Ch∃( f , Z, q, �) ,

0, � � t > Ch ∃( f , Z, q, �) .

最后,定义上下熵容量为

Ch∃( f , q, Z) = lim
�� 0

Ch ∃( f , Z, q, �) , � � Ch t ( f , q, Z) = lim
�� 0

Ch t ( f , Z, q, �) .

� � 显然,对任意的 q ! R, Z  X , Z 的( q, ∃)�熵与( q, ∃) �熵容量满足
h t ( f , q, Z) ∋ Ch t ( f , q, Z) ∋ Ch∃( f , q, Z) .

因此,可以用Ch( q) : = Cht ( f , q, X ) , Ch( q) : = Ch∃( f , q, X )取代定理 B中的 h( q )= h∃( f , q, X ) . 从而得

到以下定理.

定理 C � 设 f : X �X 为非空紧致度量空间( X , d )上的连续映射, 且具有有限拓扑熵.则存在  
-
, ∀ ,

使得(1) # ∃ [  
-
, ∀ ] , K  = ∋; (2) 对于  ! (  

-
, ∀ ) ,有

%( ) : = h top ( f , K  ) ∋ Ch
*
(  ) ∋ Ch

*
( ) .

其中, Ch( q) : = Ch t ( f , q, X ) , Ch( q) : = Ch∃( f , q, X ) .
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The Upper Estimate on the Multifractal Spectrum of

Local Entropies for Recurrence Time

WU Zhi�hu, CHEN Er�ming

( S chool of Mathem at ical Sciences, Hu aqiao Un iversi ty, Quanzhou 362021, C hina)

Abstract: � The problem of the multifractal spectrum o f local entropies for recur rence time is r esear ched. By using the

general entr opies and ent ropy capacities, w e obt ain tw o upper est imates on the mult ifractal spect rum o f local entropies for

recurrence time, and the domain o f the multifractal spectrum is also studied.

Keywords: � recur rence time; local entr opy; multifr act al spectrum; upper boundar y estimate
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