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一类泛函微分方程周期正解的个数
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摘要: � 研究一类带有一个参数的非线性泛函微分方程 x�( t) = a( t, x ( t) ) x ( t) - �b( t) f ( x ( t- �( t) ) )的周期正

解的个数问题� 利用锥压缩锥拉伸不动点定理,解决该类方程周期正解的存在问题. 给出根据参数判断该类

方程存在 1 个、2 个,以及不存在周期正解的充分条件.结果表明, 这些充分性条件简单,容易验证.
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关于泛函微分方程周期正解的存在性问题,已取得不少的研究成果
[ 1�4]

. 本文研究方程

x�( t ) = a( t, x ( t) ) x ( t ) - �b( t) f ( x ( t - �( t) ) ) (1)

的周期正解的个数问题, 并给出了该方程存在 1个、2个, 以及不存在周期正解的充分条件.

1 � 引理

设条件( H ) f  C(R
+
, R

+
) ,当 x > 0 时, f ( x ) > 0, a  C (R ! R

+
, R) , 且对任意的 ( t , x )  R!

R
+
, a1( t ) ∀ a( t, x ) ∀ a2( t) , a( t+  , x )= a( t)� 这里 a1 , a2 是  周期连续函数,#

 

0
a1( s)ds > 0; b  C(R,

(0, + ∃ ) ) , b( t+  ) = b( t) ,  > 0是一常数. 先给出要引用的锥压缩锥拉伸不动点定理.

引理 1
[ 5] � 设: X 是一 Banach空间, K 是X 中的一个锥; !1 和 !2 是 X 中的两个开集,且 ∀ !1 ,

 !1 ! !2 , T % K &(  !2 / !1) ∋K 是全连续算子. 若(1) (T x ( ∀ (x ( , ∀x  K &# !1 ; (T x ( ) (x (,

∀x  K &# !2 , 或者(2) (T x ( ∀ (x (, ∀x  K &# !2 , (T x ( )(x ( , ∀x  K &# !1 成立,则 T 在

K & (  !2 / !1 )中必有不动点.

如果 x ( t)是方程(1)的  周期正解,则在方程(1)两端同乘以 exp[ - #
t

0
a( s, x ( s) ) ds] ,再从 t到 t+

 积分� 经整理,可得积分方程

x ( t) = �#
t+  

t
G x ( t, s) b( s) f ( x ( s - �( s) ) ) ds� (2)

式( 2)中, Gx ( t, s) =
exp[- #

s

t
a(#, x (#) ) d#]

1- exp[- #
 

0
a(#, x (#) ) d#]

. 另一方面, 如果正的连续的  周期函数x ( t ) 满足积分

方程(2) , 则从方程(2) 两端对 t求导可得方程( 1)� 所以,求解方程(1) 的周期正解等价于求解积分方程

(2) 的周期正解.

取 X = { x | x  C( R, R) , x ( t+  ) = x ( t) } , 则在范数 (x ( = max
0 ∀ t ∀  

| x ( t) | 下, X 是一Banach空

间.取 M 1 = inf
0 ∀ t ∀ s ∀  

exp[ - #
s

t
a2( s) ds] , M2 = sup

0 ∀ t∀ s ∀  
exp[- #

s

t
a1 ( s)ds] , N 1 = exp[ - #

 

0
a2( s)ds] , N 2 =

exp[- #
 

0
a1( s) ds] , ∃=

M 1(1 - N 2 )

M 2(1 - N 1 )
� 于是,由条件( H )可知, ∃ ( 0, 1) .
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� � 在 X 中取一锥K = { x  X | x ( t ) )∃(x (, t  R} .对于任意的 x  K , t  R, t ∀ s ∀ t+  , 有

M1

1- N 1
∀ Gx ( t, s) ∀ M2

1 - N 2
.

在 K 中定义一算子 T 为

( Tx ) ( t ) = �#
t+  

t
Gx ( t , s) b( s) f ( x ( s - �( s) ) )ds, � � x  K .

易证对任意的 x  K , t  R, ( T x ) ( t+  )= ( T x ) ( t) ,且

(Tx ( ∀ �M 2

1 - N 2#
 

0
b( s) f ( x ( s - �( s) ) )ds,

( Tx ) ( t ) = �#
t+  

0
G s( t, s) b( s) f ( x ( s - �( s) ) )ds ) �M 1

1 - N 1#
 

0
b( s) f ( x ( s - �( s) ) )ds )∃(Tx ( ,

所以 T % K ∋K . 由此可知,求解方程的  周期正解等价于求解算子T 在锥K 中的正不动点,易证 T 是

一全连续算子(连续且将 K 中的有界闭集映成紧集) .

引入记号

M ( r ) = max
0 ∀ t∀ r

f ( t) , � � m( r) = min
∃r ∀ t ∀ r

f ( t) ,

f 0 = lim
u∋ 0+

f ( u)
u

, � � f ∃ = max
u∋+ ∃

f ( u)
u

,

!r = { x  X | (x ( < r } .

� � 引理 2 � 假设条件( H )成立,则对于任意实数 r> 0,如果 x  K &# ! r , 则有

(Tx ( )
�m( r )M1#

 

0
b( s)ds

1 - N 1
.

� � 证明 � 由 x  K &# !r 可得对任意的 t  R,有 ∃r ∀ x ( t- �( t) ) ∀ r, 所以 f ( x ( t- �( t) ) ) )m( r ) . 对

于任意的 t  R, 有

( Tx ) ( t ) ) M1

1- N 1
�#

 

0
b( s) f ( x ( s - �( s) ) )ds )

M1m( r) �#
 

0
b( s)ds

1- N 1
.

� � 引理 3 � 假设条件( H )成立,则对于任意的实数 r> 0,如果 x  K &# ! r ,则有

(Tx ( ∀ �
M 2M ( r)#

 

0
b( s)ds

1- N 2
.

� � 证明 � 由 x  K &# !r 可得, 对任意的 t  R有 ∃r ∀ x ( t- �( t) ) ∀ r ,所以 f ( x ( t- �( t ) ) ) ∀ M ( r ) . 对

于任意的 t  R, ( T x ) ( t ) ∀ �M 2M( r)
1- N 2 #

 

0
b( s)ds.

引理 4 � 假设条件( H )成立,并且假设对于 x  K , t  [ 0,  ]有 f ( x ( t ) ) )x ( t )%. 这里, %> 0是一个

常数, 则有

(Tx ( ) �%
M

2
1 (1 - N 2)

(1 - N 1 )
2
M2#

 

0
b( s)ds (x (.

� � 证明 � 设 x  K , 则由条件可知

( Tx ) ( t) ) �
M 1

1 - N 1#
 

0
b( s) f ( x ( s - �( s) ) )ds )�

M 1

1- N 1#
 

0
b( s) x ( s - �( s) )%ds )

�%
M 1

1 - N 1#
 

0
b( s) ds∃(x ( = �%

M
2
1(1 - N 2 )

( 1- N 1)
2
M 2#

 

0
b( s)ds(x (.

所以 (Tx ( )�% M
2
1(1 - N 2)

( 1- N 1)
2
M2#

 

0
b( s)ds(x ( .

引理5 � 假设条件( H )成立,并且假设存在%> 0和r> 0, 使得对于任意的0< x< r (或x > r )都有

f ( x ) ∀ %x ,则对任意的 x  K &# ! r(或 x  K &# !*r , r* =
r
∃
) ,有 (Tx ( ∀ �%

M 2#
 

0
b( s)ds

1- N 2
(x ( .
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证明 � 只证括号外的情况,至于括号中的情况同理可证. 对于任意的 x  K &# ! r , 由 T 的定义, 有

(Tx ( ∀ �
M 2

1 - N 2#
 

0
b( s)%(x ( s - �( s) ) (ds ∀

�%
M 2

1- N 2#
 

0
b( s)ds(x ( = �%

M 2#
 

0
b( s)ds

1 - N 2
(x (.

所以, (Tx ( ∀ �%
M 2#

 

0
b( s)ds

1- N 2
(x ( .

2 � 主要结果及证明

取 n0 为集合{ f 0 , f ∃ }中 0的个数; n ∃ 为集合{ f 0 , f ∃ }中 ∃ 的个数.

定理 1 � 假设条件( H )成立, 则(1) 如果 n0 = 1或 2,当 �>
1 - N 1

m( 1)M1#
 

0
b( s)ds

时, 方程( 1) 有n0个周

期正解; (2) 如果 n ∃ = 1或2,则当 0 < �<
1 - N 2

M2M (1)#
 

0
b( s)ds

时, 方程(1) 有 n ∃ 个周期正解; (3) 如果

n0= 0或 n ∃ = 0,则分别对于充分大或充分小的 �> 0,方程(1)不存在  周期正解.

证明 � (1) 取 r 1= 1,则对于任意的 x  K &# ! r
1 ,由引理 2可知

(Tx ( )
�m(1)M 1#

 

0
b( s) ds

1 - N 1
.

由于 �<
1- N 1

m(1) M1# 
0 b( s)ds

, 所以 (T x (> 1= (x ( .

如果f 0 ,则可知对于任意充分小的%> 0, %<
m(1)M 1(1- N 2)

M 2(1- N 1)
,存在0< r2 < r 1 ,使得当0< x< r2时有

f ( x ) < %x . 对于 x  K &# !r
2
, t  [ 0,  ] ,有 f ( x ( t) ) ∀ %x ( t) . 由引理 5及条件( 1)可知,对于任意的 x  

K &# ! r
2
,有

(Tx ( ∀ �
%M 2#

 

0
b( s)ds

1- N 2
(x ( < (x ( .

由引理 1可知, 算子 T 在K &#(  ! r
1
/ ! r

2
)中有不动点, 它就是方程(1)的周期正解.

如果f ∃ = 0, 则对于任意充分小的%1 > 0, %1 <
m(1) M1(1- N 2)

M2(1- N 1)
, 存在r 3 > r1 , 使得当x > r 3时有

f ( x ) < %1x , 取 r4 >
r3
∃
. 对于 x  K &# ! r

4
, t  [ 0,  ] ,有 x ( t) )∃(x (> r 3 , f ( x ( t) ) ∀ %1x ( t) . 再根据引

理 5及条件(1)可知,对于任意的 x  K &# ! r4 ,有

(Tx ( ∀ �
%1M2#

 

0
b( s)ds

1- N 2
(x ( < (x ( .

所以,由引理 1可知算子 T 在K & (  ! r
4 / !r 1 )中存在不动点 x ,它就是方程(1)的周期正解.

如果 f 0 = f ∃ = 0,则由上面的证明可知,算子 T 分别在K &(  !r
1
/ ! r

2
)和 K & (  !r

4
/ ! r

1
)中各存在一

个不动点,所以方程(1)有两个周期正解.

(2) 取 r1 = 1, 则对于任意的 x  K &# !r 1 , 由引理 3可知

(Tx ( ∀
�M ( 1)M2#

 

0
b( s)ds

1 - N 2
.

由于 0 < �< 1- N 2

M2M(1)#
 

0
b( s)ds

,故 (Tx ( < 1 = (x (.
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如果f 0 = ∃ ,则对于任意充分大的A > 0( A >
(1- N 1)

2

�M
2
1(1- N 2)

) , 存在r 5 < r1 , 使得当0< x ∀ r5时有

f ( x ) > A x . 所以对 x  K &# ! r5 , t  [ 0,  ] ,有 f ( x ( t) ) )A x ( t ) . 由引理 4可知,对于 x  K &# ! r5 ,有

(Tx ( )�A
M

2
1(1 - N 2)
( 1- N 1)

2 #
 

0
b( s)ds(x ( > (x ( .

从而由引理 1可知, 算子 T 在K & (  ! r
1 / !r 5 )中有不动点 x ,它就是方程(1)的周期正解.

如果 f ∃ = ∃ ,则对于任意大的 B > 0( B >
(1 - N 1)

2

�M
2
1#

 

0
b( s)ds

) 存在 r6 > r 5 ,使得当 x> r6 时有 f ( x )>

Bx . 取 r7 >
r6
∃
,则对任意的 x  K &# ! r

7
有 x ( t) )r6 ,所以对于 t  [ 0,  ] ,有 f ( x ( t) ) > Bx ( t) . 由引理4

可得,对于 x  K &# ! r
7
,有

(Tx ( ) �B M
2
1(1 - N 2 )
(1 - N 1 )

2 #
 

0
b( s)ds (x ( > (x (.

由引理 1可知, 算子 T 在K & (  ! r
7
/ ! r

1
)中有不动点,它就是方程(1)的周期正解.

若 f 0= f ∃ = 0,由上面的证明可知, 算子 T 分别在 K & (  ! r
1
/ ! r

5
)和 K & (  ! r

7
/ !r

1
)中存在不动点

x 1 , x 2 ,所以方程(1)有两个周期正解.

(3) 如果n0= 0,则有 f 0> 0, f ∃ > 0,所以存在正数 A 1 , A 2和 r8 , r9 ( r8 < r 9) ,使得当 t  [ 0, r8 ]时,有

f ( x ) )A 1x ;当 t  [ r9 , ∃ )时, 有 f ( x ) )A 2x . 取 A 3 = min{ A 1 , A 2 , min
r
8

∀ x ∀ r
9

f ( x )
x

} > 0. 因此对于 t  [ 0,

∃ ) , 可得 f ( x ) )A 3 x .假设 x 0( t )是方程( 1)的一个  周期正解,所以它是算子 T 在空间X 中的一个不

动点,即 T x 0( t )= x 0( t ) . 对于充分大的正数 �>
M2(1 - N 1)

2

A 3M
2
1( 1- N 2)#

 

0
b( s)ds

, 由引理 4可得

(x 0 ( = (Tx 0 ( ) �A 3

M
2
1 (1 - N 2)#

 

0
b( s)ds

M 2 (1- N 1)
2 (x 0 ( > (x 0 (�

这就发生了矛盾.故方程(1)不可能存在  周期正解.

若 n ∃ = 0,则 f 0< ∃ , f ∃ < ∃ , 存在正数 B1 , B2 和 r 10 , r11( r10 < r 11) ,使得当 x  [ 0, r10 ]时, f ( x ) ∀

B1x ;当 x  [ r 11 , ∃ )时, f ( x ) ∀ B 2x� 取 B3= min{ B1 , B2 , min
r 10 ∀ x ∀ r11

f ( x )
x

} > 0� 因此,对于 x  [ 0, ∃ )可得

f ( x ) )B3 x .假设 x 0( t )是方程(1)的一个  周期正解,所以它是算子 T 在空间 X 中的一个不动点,即

Tx 0 ( t) = x 0 ( t) . 对于 0 < �<
1- N 2

B3M 2#
 

0
b( s) ds

� 于是,有

(x 0 ( = (Tx 0 ( ∀
�B 3M2#

 

0
b( s) (x 0( s - �( s) ) (ds

1- N 2
∀

�B 3

M2#
 

0
b( s)ds

1 - N 2
(x 0 ( < (x 0 (�

这就发生了矛盾� 故方程(1)不可能存在  周期正解.

3 � 例子

考虑方程

x� = ( 1
2
+

1
2( 1+ x

2
( t) )

+ sin t) x ( t ) - �( x p
( t - �( t) ) + x

q
( t - �( t ) ) )�

上式中, 0< p< 1< q, �( t )是 2&周期为的连续函数. a( t, x )=
1
2 +

1
2( 1+ x

2
)
+ sin t , b( t) = 1,取 a1 ( t )=
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1
2
+ sin t, a2( t)= 1+ sin t. 所以,对于任意 t  [ 0, 2&] ,有

a1( t ) ∀ a( t , x ) ∀ a2( t )

M 1 = inf
0 ∀ t ∀ s ∀  

exp[- #
s

t
a2 ( s)ds] = e

- 2&
,

M2 = sup
0 ∀ t ∀ s ∀  

exp[- #
s

t
a 1( s)ds] = exp[- #

11&
6

7&
6

a1 ( s)ds2&] = e
3- &

3 ,

N 1 = exp[- #
 

0
a2( s)ds] = e- 2&

, � � N 2 = exp[- #
 

0
a1 ( s)ds] = e- &,

∃=
M1(1 - N 2)
M2(1 - N 1)

=
1

e 3+
2&
3 ( e&+ 1)

,

f ( x ) = x
p
+ x

q
, � � M(1) = min

0 ∀ x ∀ 1
f ( x ) = 2,

f 0 = lim
x ∋ 0+

f ( x )
x

= lim
x ∋ 0+

( x
p- 1

+ x
q- 1

) = ∃ ,

f ∃ = lim
x ∋+ ∃

f ( x )
x

= lim
x ∋+ ∃

( x
p- 1

+ x
q- 1

) = ∃ , � � n ∃ = 2�

当 0 < �<
1 - N 2

M2M (1)#
 

0
b( s)ds

=
e&

4e 3 + 2&
3
时,由定理的结论可知该方程存在两个周期正解.
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Number of Positive Periodic Solutions for a Class of

Functional Differential Equations

H AN Fei, WANG Quan�yi

( Sch ool of Mathemat ics S ciences, H uaqiao University, Quan zhou 362021, Ch ina)

Abstract: � In this paper, we study a class o f non�linear functional differential equations w ith one par amet er. By emplo�

y ing the cone com pression and ex tension fixed po int theo rem, w e so lv e the exist ence of po sitiv e per iodic so lutions fo r this

class o f equations. Some sufficient condit ions w hich determine the ex istence of one or tw o positive so lutions and nonex ist�

ence of positiv e per iodic solut ions for the equation are present ed. T hese conditions are sim ple and easily ver ifiable.

Keywords: � f ixed point theor em; cone; posit ive periodic so lution; functional differential equat ion
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