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用三角形单元建立拓扑优化类桁架连续体
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摘要: � 为克服用矩形单元划分不规则区域的困难,使得结点和单元的分布可控性好, 采用三角形常应变单元

建立拓扑优化的类桁架连续体� 以杆件在结点位置的方向和密度作为设计变量, 采用优化准则法进行优化.

在迭代过程中,将杆件的方向调整到主应力方向 ,根据主应力方向的应变调整杆件的密度. 通过对单元进行局

部加密,能够明显改善杆件汇交点处的拓扑优化结果.算例表明, 方法是合理的、有效的.
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拓扑优化是在结构的初始拓扑形式未知的情况下,探寻材料的合理分布,其优化过程一般都是采用

编程方法建立数学计算模型� 利用计算机进行模拟分析, 克服了传统的优化设计中依靠经验进行判断

的不准确性. 1904年, M ichell
[ 1]
提出的 M ichell桁架理论,也称为最小重量桁架. 20世纪 60 年代中期,

Dorn 等提出了�基结构 方法, 其后, 许多学者对 M ichell桁架理论做了进一步的研究和发展 [ 2�6] . 1988

年, Bendsoe 等
[ 7]
提出基于均匀化方法的拓扑优化模型. 程耿东

[ 8]
研究了结构拓扑优化中的奇异最优

解.隋允康等[ 9�10]研究拓扑优化中的 ICM 方法. 周克民等 [ 11�12]提出基于类桁架连续体的结构拓扑优化

方法,并采用有限元法进行分析.本文采用纤维增强正交各向异性复合材料模型,对连续体结构进行有

限元法分析,得到有限元各结点位置的应力和变形值, 通过插值计算单元内的数值. 采用三角形常应变

单元,杆件的密度和方向在单元内部连续变化,可以很容易地得到单元刚度矩阵的解析表达式.

1 � 建立力学模型

1. 1 � 二阶复合材料模型
考虑单工况应力约束平面问题,一般把单工况应力或柔度约束下拓扑优化结构称为 M ichell桁架

结构.用 �!i , �i ( i= 1, 2)表示纤维的应力和应变, ti ( i= 1, 2)代表纤维密度. 在 M ichel l桁架结构中,任一

点的杆件方向一般是正交的, 所以假设纤维的两个方向正交.

设材料微元面 dA i 上的力为 �idA i , 其上纤维的横截面面积为 tidA i ,所承受的力为 �!it idA i� 那么,

dA i 上的平均应力为 �i= t i�!i ( i= 1, 2) ,  1, 2 = 0. 假设,纤维材料的弹性模量为 E, 则 �!i = E�i ( i= 1, 2) .因

此,可得 �i= Et i�i ( i= 1, 2) .

在 Michell桁架结构中,材料的主应力方向是沿着杆件方向, 不存在与杆件垂直的剪切应力.但在

优化过程中,剪切模量不能忽略,否则, 刚度矩阵会奇异.假设材料的剪切应力和剪切应变间的关系为

 = E( t1 + t2 )!/ 4. (1)

写成矩阵形式则为

[ �1 � �2 �  ] T
= D( t1 , t 2 , 0) ∀ [�1 � �2 � !] T�

其中,弹性矩阵 D( t 1 , t2 , 0)= E ∀ diag[ t 1 � t2 � ( t1 + t2 ) / 4] .

对于 M ichell桁架结构,相邻杆件没有相互作用,所以取泊松比为零.当 t1 = t2 = 1时, D(1, 1, 0)=
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E ∀ diag [ 1 � 1 � 1/ 2]成为各向同性材料.

1. 2 � 整体坐标轴上的弹性矩阵

设纤维的方向角 ∀, 则在整体坐标系下材料的应力�应变关系可写为
�= D( t 1 , t2 , ∀)�.

利用坐标系的转换矩阵 T( ∀) ,得到整体坐标系下弹性矩阵为

D( t1 , t 2 , ∀) = T
T
( ∀) D( t1 , t2 , 0)T( ∀) .

式中, T( ∀) =

� cos
2
∀ sin

2
∀ � 0. 5sin 2∀

� sin
2
∀ cos

2
∀ - 0. 5sin 2∀

- sin 2∀ sin 2∀ � co s 2∀

� 记 D0 = diag [ 1 � 1 � 1
2 ] , Dc= diag [ 1 � - 1 � 0] , Ds=

1
2

0 0 1

0 0 1

1 1 0

, tm= ( t 1+ t 2) / 2, t a= ( t1 - t2 ) / 2.

弹性矩阵还可写为

D( t1 , t2 , ∀) = tmD0 + t a( Dccos 2∀+ Ds sin 2∀) .

1. 3 � 单元刚度矩阵
采用三角形单元,单元内部的弹性矩阵由结点的弹性矩阵插值得到.则刚度矩阵为

K
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在式( 2)中, K
e
0, j = E##e N jB
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DsB, tm , j= ( t 1, j+ t2, j ) / 2, ta, j= ( t 1, j - t2, j ) / 2� 其中, N j 为三角形单元的形

函数, A e 为单元面积.

单元内部的杆件密度由结点位置的杆件密度插值得到,结构体积为

# = ∃
e
∃
b##e

∃
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e
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e
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式(3)中, z j= ∃
e ∃ S

j

##e N j d #� 其中, S j 是与结点 j 相连的单元集合. 拓扑优化问题写成

f ind{ t1, j , t 2, j , ∀j } , � � min #, � � s. t. E� % �p ,

其中, �p 为允许应力.

2 � 迭代方法

( 1) 将设计域用三角形单元划分, 设定结点位置杆件的密度和方向的初始值. 即 t
0
1, j = t

0
2, j= 1, ∀0j = 0

( j= 1, 2, &, J ) .初始材料为各向同性,其中下标 j 为结点号, J 为结点总数.

( 2) 经过有限元分析,得到结点位置主应力方向 %
i
j , %

i
j+ &/ 2.

( 3) 将纤维方向调整到主应力方向, 第 i 次迭代过程中, 设结点 j 处两个方向对应的应变分别为

�i
1, j , �i2, j .采用满应力准则法进行迭代,有

∀
i+ 1
j = %

i
j , � � t

- i+ 1
b, j = Et

i
b, j�

i
b, j / �p , � � b = 1, 2�

通过设置杆件密度的下限,来避免由于杆件密度过小而导致单元刚度矩阵奇异,规定

t
i+ 1
b, j = max ( t i+ 1

c , t
- i+ 1
b, j ) , � � b = 1, 2; � j = 1, 2, &, J .

其中, t
i+ 1
c 为密度的下限值, t

i+ 1
c = R ∀max ( t

- i+ 1
b, j ) ,而 R 是事先给定的一个很小的数� 此处, R= 10

- 7
.

( 4) 当所有设计变量的最大相对改变值小于一个事先给定的 ∋值时, 停止迭代,取 ∋= 10- 4
;否则,

回到步骤( 3) .
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3 � 数值算例

由于荷载的大小及材料的弹性模量 E 与优化结果无关,都取单位 1.

例 1 � 图 1( a)所示为初始设计域长 2a, 宽 a的矩形板, 左边固定, 右边自由, 在右边中间作用一竖

直向下的集中力.在图 1( a) , ( b)显示了单元划分.

( a) 力学模型及有限元 � � ( b) 局部加密有限元

� � ( c) 拓扑优化结果 � � ( d) 单元局部加密拓扑优化结果

图 1 � 例 1 的拓扑优化设计

F ig. 1� T opolo g y optimization of ex ample 1

对比图 1( c) , ( d)所得到的优化结果,可以发现对优化模型进行局部加密后, 固定边杆件汇交的上

下两个角点的计算结果得到明显改善.

例2 � 图 2( a)所示为初始设计域长2a,宽 a四角铰支的矩形板.在中心有一个直径为0. 5a的圆孔,

在圆孔的竖向直径的两端作用竖直向下的 2个大小相等的集中力. 这属于不规则区域, 适于用三角单

元.图 2( b)为其拓扑优化结果.

( a) 力学模型及有限单元 ( b) 拓扑优化结果

图 2 � 例 2 的拓扑优化设计

F ig. 2� T opolo g y optimization of ex ample 2

例 3 � 图 3( a)所示为一不规则带孔板� 其左边完全固定, 距固定端 a和 2a处分布着 3个直径均为

( a) 力学模型及有限单元 ( b) 拓扑优化结果

图 3 � 例 3 的拓扑优化设计

F ig. 3� T opolo g y optimization of ex ample 3
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0. 2a的圆, 在底边的最右端作用一集中力.图 3( b)为其拓扑优化结果.

4 � 结束语

采用三角形有限单元,有效地克服了对不规则区域及带孔区域进行划分单元的局限性.尝试对单元

模型进行局部加密, 尽量实现以最少的单元得到最优的结果,算例表明优化结果得到明显的改善.采用

类桁架连续体材料模型, 有效地避免了拓扑优化过程中经常出现的单元铰接、棋盘格现象,优化结果较

好地体现了初始网格无关性.
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Topology Optimization of Truss�Like Continuum
Structures by Triangle Elements

YAN Kai, ZHOU Ke�min

( College of Civil Engineerin g, H uaqiao University, Qu anzhou 362021, Chin a)

Abstract: � To over come t he difficulty in dividing ir regular design domain by rectangular elements and to distr ibute the

nodes and elements reasonably, the topolog y optimal tr uss�like continuum st ruct ur es ar e established by tr iangle elements

with constant strain. The densit ies and or ientations of member s at nodes are t aken as design variables, w hich is optimized

by optimality cr iter ia method. During the iter ation, the member or ientations ar e aligned along the principal stress direc�

t ions. The member densities are adjusted according t o the magnitudes of str ains along the principal str ess. By local mesh

refinement, the st ructur es at members' intersect ion become explicit. The r ationality and efficiency o f the pr esented method

is demonstr ated by examples.

Keywords: � t opolog y optimization; tr uss�like cont inuum; str ess constraints; triang le element
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