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一类 Sierpinski块的 Hausdorff测度
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摘要 : � 讨论压缩比为 0. 25的 Sierpinski方块 E , 其 H ausdor ff维数 s= 1. 5> 1.利用部分覆盖原理与质量分

布原理,证明 2. 110 654 68 � H s ( E) � 2. 191 500 00.
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计算自相似集的 H ausdorf f测度是相当困难的,即使是满足强开集条件的自相似集,其 Hausdor ff

测度也是困难的.迄今为止, 尚无 H ausdorf f维数大于 1的分形集的 Hausdo rff 测度的精确值被算出

来,文[ 1]给出了压缩比为 0. 25的 Sier pinski地毯的 Hausdorf f测度等于 2, 文[ 2�3]较好地估计了三分
Cantor 集自乘积的 Hausdorf f测度,该分形集的 Hausdorf f维数大于 1. 本文讨论压缩比为 0. 25 的 Si�
erpinski方块的 Hausdor ff测度.

1 � Sierpinski块的构造

在空间 R
3 取单位正方体 E0 ,在 E0 的 8个角上保留 8个边长为 0. 25的小正方体并删去其余部分,

图 1� Sierpinski方块的构造

Fig. 1 � The construction of sierpinski block

得到 8 个边长为 0. 25 的小正方体的集合, 记

为 E1 ,如图 1 所示. 对 E1 中的每个正方体重

复上述过程, 得到集合记为 E2 . 无限重复上述

过程, 得到 E0 � E1 � E2 �  � En �  . 非空集

合 E= !
∀

n= 0
En 是压缩比为 0. 25 的 Sierpinski

块,易得 E 的 H ausdorf f维数 s= dimH ( E) =

1. 5.

对于 n #0, En 由 8n 个边长为
1
4n的正方体

图 2 � Sierpinski块的计算

Fig . 2 � The computat ion of sierpinski blo ck

组成,每个这样的正方体称为基本正方

体,记为 Jn .在 E上定义分布函数 �, 满

足 �( E0) = 3
s

, �( J n) = 1
8n 3

s

, �( E0 -

E)= 0, 则 �为 E 上一个质量分布, 其

中, n= 0, 1, 2,   如图 2所示, 设平面

G为垂直于E 0 的对角线, B∃D 为E 0 的

一条对角线, 记顶点 B∃到 G 的距离为

g ,平面 B∃A ∃C∃, B∃B C, B∃B A 与平面 G

所围成的四面体记为 �g ,如图 1所示.
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2 � Sierpinski块的计算

定理 1 � E 的 Hausdor ff测度[ 4] 满足 H
s
( E) � 2. 191 500 00.

� � 证明 � 在 BC 边上取以B 为顶点,以长度为 x=
3
4

(
1
4
+

1
43
+

1
45

)的线段,在 B A, BB∃上也取以B 为

顶点,长度为 x 的线段,则可得一个四面体,如图 2所示.在 E0 的8个顶点上作同样的正方体,则可得中

间的 1个十六面体, 记为 U.容易算得其直径| U | = 2+ (1- 2x )
2
,  = { U, 8个 J 2 , 8 % 3个 J 4 , 8 % 32

个

J 6}构成 E 的一个覆盖.

H
s
( E) � | U |

s
+ 8(
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3
8
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3
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8
4) H

s
( E) ,

H
s
( E) � 1

1 -
1
8

-
3
83

-
9
85

2 + ( 1- 2 % 3
4

(
1
4

+
1
43

+
1
45

) )
2

s

& 2. 191 5.

� � 引理 1 � �( �s ) #0. 945 7g
s
, 0< g � 3

4
.

证明 � 因为 0< g � 3
4

,所以存在自然数使得
3

4k+ 1 < g � 3
4k , 从而

3
4
< 4

k
g � 3, 容易得

�( �4kg )
(4k

g )
s =

8k�( �g)
8k

g
s =

�( �g )
g

s . 因此只须证明, 当 3
4
< g � 3时引理正确即可.任取自然数 n,将 OD 分成 3 % 4n 等分,

分点记为 D 1 , D 2 , D 3 ,  , D 3 % 4n , D 3 % 4n + 1= D(图 2) .易知| D iD i+ 1 | =
3

4
n+ 1 ( i= 1, 2,  , 3 % 4n

) .记

g i, n = | OD i | =
3
4

+
( i- 1) 3

4n+ 1 =
3
4

(1 +
i - 1
4n ) , � � i = 1, 2,  , 3 % 4

n
.

由于 3
4
< g � 3,故存在 i ∋ {1, 2,  , 3 % 4n

} ,使得 g i, n< g � g i+ 1, n ,从而有

g
s � g

s
i+ 1, n = (

3
4

)
s
(1 +

i
4

n)
s

=
3

s

8
(
4n

+ i
4

n )
s
,

�( �g) # 3
s

8
+

l
i
n 3

s

8
n+ 1 =

3
s

8
(
8n

+ l
i
n

8
n ) ,

则
�( �g)

g
s # 8

n
+ l

i
n

(4n+ i )
s . 其中, G i 为过点 D i 且垂直于对角线B∃D 的平面, l

i
n 表示夹在平面 G 0 与平面 G i 之

间的
1

4
n+ 1正方体 En+ 1的个数; n= 1, l

1
n= 0, l

2
n= 3, l

3
n= 12, l

4
n = 21, l

5
n= 24, l

6
n= 27, l

7
n = 36, l

8
n = 45, l

9
n= 48,

l
10
n = 49, l

11
n = 52, l

12
n = 55, l

13
n = 56.记 h( n, i)=

8
n
+ l

i
n

(4n+ i )
s ,则

inf
3
4

< g � 3

�( �g)
g

s > h( n) = min
1 � i� 3 %4n

{ h( n, i ) } .

�( �g)
g

s # h( n, i ) , � � g i, n < g � g i+ 1, n , � � i = 1, 2,  , 3 % 4
n
.

对任意自然数 n,当 n= 1时,易算得 h(1) &0. 715 5,即其递推公式为

l
4i- 2
n+ 1 - l

4 i- 3
n+ 1 = l

i+ 1
n - l

i
n , � � l

4i- 1
n+ 1 - l

4i- 3
n+ 1 = 4( l

i+ 1
n - l

i
n) ,

l
4i
n+ 1 - l

4 i- 3
n+ 1 = 7( l

i+ 1
n - l

i
n) , � � l

4i+ 1
n+ 1 - l

4i- 3
n+ 1 = 8( l

i+ 1
n - l

i
n) .

其中, i= 1, 2,  , 3 % 4n
; n= 1, 2,  . 通过上面的递推公式和数值计算, 可得到h(2) &0. 877 3, h(3) &

0. 930 5, h(4) &0. 945 7,所以有 �( �g) #0. 945 7g
s
, 0< g � 3

4
.引理得证.

引理 2 � 对于任意的可测集合 V: �( V ) � 1. 08| V | s

证明 � 记 k= 0. 945 7,不妨设 V ! E;否则, 用 V !E0 代替,如图 3所示.
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(1) 若 V 与E 1 中的 8个基本正方体相交. H 1 为垂直于对角线 B∃D 的 V 的切平面, H 1 与平面 B∃

图 3 � Sierpinski块的测度估计

Fig . 3 � The estimation o f measur e for Sierpinski

BA, B∃C∃A, B∃BC 所围的四面体记为 �g
1 , B∃

到H 1 的距离记为 g1 , 在其他 7个顶点上作同

样的切平面 H i , 所围成的四面体记为 �g
i
, 顶

点到 H i 的距离记为 g i ( i= 1, 2,  , 8) (图 3) .

由引理 2有

| V | # 3 -
1
4
!
4

i= 1
g

s
i ,

�( V ) � 3
s

- !
8

i= 1
�( �g

i
) � 3

s

- k !
8

i= 1
g

s
i .

令 f ( g1 ,  , g8)= 1. 08( 3-
1
4
!
8

i= 1
g i )

s
+ k !

8

i= 1
g

s
i- 3

s

( 0 � g i � 3
4

) , 得 f ∃g
i
= - 0. 27s( 3-

1
4
!
8

i= 1
g i )

s- 1
+

ksg
s- 1
i ,驻点 g

0
i = 0. 121 4( i= 1, 2,  , 8) .令 D 1= { ( g1 ,  , g8) , 0 � !

8

i= 1
gk � 2 3} ,容易证明 f 在D 1 上的

最小值大于零, 因此, 1. 08| V |
s
- �( V ) #f ( g1 ,  , g8 )> 0.

(2) 若 V 与 E 1 中的 7 个基本正方体相交, 不失一般性, 有| V | # 3 - 1
3
!
6

i= 1
g i , �( V ) � 7

8
3

s

-

k !
6

i= 1
g

s
i ,令 f ( g1 ,  , g7 )= 1. 08( 3-

1
3
!
6

i= 1
g i )

s
+ k !

6

i= 1
g

s
i-

7
8

3
s

, D 2 = { ( g1 ,  , g6) , 0 � !
6

i= 1
g i � 1. 5 3} .同

理可得,在 D 2 上 f > 0. 从而 �( V) � 1. 08| V |
s
.

(3) 若 V 与E 1 中 6个基本正方体相交,都有 E1 对角面上的 4个正方体与之相交. 不妨设为 1, 2,

3, 4这 4个正方体, | V | # 3-
1
2
!
4

i= 1
g i , �( V ) � 0. 75 3

s

- k !
6

i= 1
g

s
i � 0. 75- k !

4
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g
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2
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g i )
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4

i= 1
g

s
i- 3

4
3

s

,则同理易证, �( V) � 1. 08| V | s
.

(4) 若 V 与E 1 的 5个基本正方体相交. 如果 1, 2, 3, 5, 7这 5个基本正方体与 V 相交,则有| V | #

3- ( g1 + g2) , | V | # 2-
2
3

( g 3+ g5 ) , | V | # 3+ 2
2

-
1
2

( g1 + g2 +
2
3

( g3+ g5 ) ) . 因此有 �( V ) �
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5 ) , f ( g1 , g2 , g3 , g5)= 1. 08{ 3-

1
2

[ g1+ g2+
2
3

( g3 + g5 ) ] }
s
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s
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s
2 + g

s
3 + g
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4 ) -
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3
s

, D 4 = { ( g1 , g2 , g3 , g5 ) , 0 � ( g
s
1 + g

s
2 + g

s
3 +

g
s
5) � 3} .同理易得, �( V) � 1. 08| V |

s
.如果 1, 2, 3, 4, 5这 5个基本正方体与 V 相交,则有| V | # 3-

1
2
!
4

i= 1
g i , �( V ) � 5

8
3

s

- k !
4

i= 1
g

s
i 令f ( g1 , g2 , g3 , g4)= 1. 08( 3- 1

2
!
4

i= 1
g i )

s+ k !
4

i= 1
g

s
i- 5

8
3

s

. 同样方法可证,

1. 08| V | s - �( V) #0.

(5) 若V 与E 1 的 4个基本正方体相交. ( a) 若 V 与E 1 的对顶角上的正方体相交, 如1, 2这两个正

方体相交,则| V | # 3- g1- g2 , �( V ) � 0. 5 3
s

- k !
4

i= 1
g

s
i � 0. 5 3

s

- k !
2

i= 1
g

s
i , f ( g1 , g2 )= 1. 08( 3- g1-

g2)
s+ k !

2

i= 1
g

s
i- 0. 5 3

s

;同样易证, �( V) � 1. 08| V | s
. ( b) 若 V 与E 1的 1, 3, 5, 7这 4个基本正方体相交,

则有| V | # 2-
1
2

2
3

( g1+ g3 + g5 + g7) , �( V) � 0. 5 3
s

- k( g
s
1 + g

s
3+ g

s
5+ g

s
7) . 同样易证, 1. 08| V | s-

�( V ) #f > 0.

(6) 若 V 与E 1 的 3个基本正方体相交. ( a) 若 V 与E 1 的对角上的基本正方体相交, 不妨设 V 与

1, 2相交,则有| V | # 3- g1- g2 | V | # 3
2 , �( V) � 3

8 3
s

. 同样易证, �( V ) � 1. 08| V |
s
. ( b) 若 V 与E 1

的 1, 3这两个基本正方体相交,则有| V | # 2-
2
3 ( g1+ g3 ) . �( V ) � 3

8 3
s

- k( g
s
1+ g

s
3) , f ( g 1 , g3 )=
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1. 08[ 2- 2
3

( g1+ g3) ]
s+ k ( g

s
1+ g

s
3)- 3

8
3

s

. 同样易证, 1. 08| V | s- �( V) #f > 0.

(7) 若 V 与E 1 中的 2个基本正方体相交. ( a)若 V 与 1和 2或者与 1和 7相交(图 3) ,则有| V | #

2
2

, �( V ) � 3
s

4
, 显然有 �( V )< | V | s

. (b) 若 V 与图 3中的 1 和 3两个基本正方体相交, 作与 V 相切且

平行与平面A BB∃的平面在 1和 3上的切割,如图 3所示. B∃, C∃到切平面的距离记a , b( 0 � a, b � 1
4

) ,

则| V | # 1
2 , �( V) � 3

s

4 ;若 0 � a � 1
16,则| V | #11

16, 所以, �( V) � | V |
s
;如果

1
16 � a � 3

16,
1
16 � b � 1

4 , 则有

| V | # 9
16, �( V ) � 3

s

8 ,所以, �( V ) � | V |
s
;如果

3
16 � a � 1

4 ,
3
16 � b � 1

4 , 则有| V | # 1
2 , �( V ) � 3

s

8 ,所以,

有 �( V) � | V | s
.

(8) 若 V 与E 1 的一个基本正方体相交.不妨设为 J 1 正方体, 则 �( J 1 !V )= �( V ) .若 J 1 !V 仅与

E 2 的一个基本正方体 J 2 相交,则有 �( V)= �( J 2 !V) ; 若 V 与E 1 的 2个以上基本正方体相交, 则由上

面的情形可得 �( V) � �( J 1 !V) � 1. 08| J 1 !V |
s � 1. 08| V |

s
. 由数学归纳法,或者 �( V ) � 1. 08| V |

s
,或

者存在 J n ! En ,使得 �( V) � �( J n !V ) � �( J n)=
3

s

8
. 令 n( ∀ ,得到 �( V) � 1. 08| V | s

.

定理 2 � H
s
( E) # 3

s

1. 08
&2. 110 654 68.

证明 � 由质量分布原理和引理 2可得, H
s
( E) # 3

s

1. 08
& 2. 110 654 68.
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On the Hausdorff Measure for a Kind of Sierpinski Block

CHEN Ying�sheng
( Sch ool of Mathemat ics S ciences, H uaqiao University, Quan zhou 362021, Ch ina)

Abstract: � We discuss the H ausdo rff measur e H s ( E) for the Sierpinski block w hich compo ression r atio is 0. 25 and

Hausdo rff dimension is 1. 5 by the pr inciple o f par tial cover theorem and the distr ibution t heo rem. The following result is

obtained: 2. 110 654 68< H s ( E)< 2. 191 500 00.

Keywords: � Sierpinski bo lck; H ausdor ff measure; cover ; mass dist ribution
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