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两类单叶调和函数的偏差估计
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摘要: � 在 � zt�r k 和 Y al�in 研究单位圆 U= { z | | z | < 1}上保向单叶调和函数类 H S( �)和 H C( �)的某些偏差

估计的基础上,进一步研究 H S(�)和 H C(�)类的函数特征,得到精确的模偏差估计. 对于 H C(�)类, �� �, 推

广调和函数 �邻域的相关结果,特别当 �= �时, 得到相应的结论.
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1 � 背景

令 U表示单位圆, 即 U= { z | | z | < 1} . SH 表示定义在 U上的保向单叶调和函数. 如果 f  SH ,则有

f ( z ) = h( z )+ g( z ) ,其中, h( z ) , g( z )在 U上解析,即

h( z ) = z + !
!

n= 2
anz
n
, � � g( z ) = !

!

n= 1
bnz
n
.

对保向单叶调和函数的性质已有很多研究,如系数估计、模偏差、面积偏差等[ 1�4]
. 文[ 5]研究 SH 类中两

类子族的性质, 得到一些结论.按文[ 5]的定义,记

H S (�) = { f | f  SH ,且 !
!

n= 2
( n - �) ( | an | + | bn | ) � (1- �) (1 - | b1 | ) , 0 � �< 1} ,

H C( �) = { f | f  SH ,且 !
!

n= 2
n( n - �) ( | an | + | bn | ) � ( 1- �) (1 - | b1 | ) , 0 � �< 1} .

则可得到下面的定理.

定理 A � 若 f  H S( �) , 则有

| f ( z ) | � (1 + | b1 | ) | z | + 1
2
( 1- �2
) (1 - | b1 | ) | z | 2 ,

| f ( z ) | ∀ (1 - | b1 | ) | z | - 1
2
( 1- �

2
) (1 - | b1 | ) | z |

2
.

(1)

式(1)中, 等式由

f ∀( z ) = z + | b1 | ei∀�z + (1 - �
2
) (1 - | b1 | )

2
�z 2

达到.

定理 B � 若 f  H C(�) ,则有

| f ( z ) | � ( 1+ | b1 | ) | z | + 1
2�
(3 - �- 2�2
) (1 - | b1 | ) | z | 2 ,

| f ( z ) | ∀ ( 1- | b1 | ) | z | - 1
2�
(3 - �- 2�

2
) (1 - | b1 | ) | z |

2
.

(2)

式(2)中, 等式由

f ∀( z ) = z + | b1 | e
i∀�z + 3- �- 2�2

2�
(1- | b1 | )�z 2
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达到.

此外,假设 f ( z )= z+ !
!

n= 2
anz
n
+ !

!

n= 1
bnz
n
, F ( z ) = z + !

!

n= 2
A nz
n
+ !

!

n= 1
Bnz
n
均为 U 上的保向单叶调和函

数, f ( z ) 的  �邻域定义为

N  ( f ) = {F # !
!

n= 2
( n- �) ( | an - A n | + | bn - Bn | ) + (1 - �) | b1 - B1 | � (1 - �)  } .

� � 定理 C � 假设 f ( z )= z+ b1z + !
!

n= 2
( anz
n
+ bnz
n
)  H C( �) , 如果  � 1- �

2- �
( 1- | b1 | ) ,则有 N  ( f )  

H S (�) .

以上 3个定理皆由文[ 5]所证明! 文中进一步研究 H S( �) , H C( �)函数特征及其  �邻域的范围,得
到一些更好的结论.

2 � 主要结果及证明

定理 1 � 如果 f  H S( �) , 则有

| f ( z ) | � ( 1+ | b1 | ) | z | + 1- �
2- �
(1 - | b1 | ) | z | 2 , (3)

| f ( z ) | ∀ ( 1- | b1 | ) | z | - 1- �
2- �
(1 - | b1 | ) | z |

2
. (4)

上两式中,等式由 #( z )= z+ | b1 | �z+ 1- �
2- �
(1- | b1 | )�z 2 所达到.

证明 � 仅证明式(3) ,式( 4)可类似证明. 设 f  H S (�) ,因为

| f ( z ) | � | h( z ) | + | g( z ) | = | z + !
!

n= 2
anz
n
| + | !

!

n= 1
bnz
n
| �

| z | + !
!

n= 2
| an | | z |

n
+ | b1 | | z | + !

!

n= 2
| bn | | z |

n �

( 1+ | b1 | ) | z | + !
!

n= 2
( | an | + | bn | ) | z |

2
.

由于 f  H S(�) ,则有

!
!

n= 2
( | an | + | bn | ) � !

!

n= 2

1
2 - �
( n - �) ( | an | + | bn | ) =

1
2 - �

!
!

n= 2
( n - �) ( | an | + | bn | ) � 1

2 - �
(1 - �) ( 1- | b1 | ) .

因此有

| f ( z ) | � (1+ | b1 | ) | z | + 1
2- �
(1 - �) (1 - | b1 | ) | z |

2
.

式(3)可证.易证 #( z )= z+ | b1 | �z + 1- �
2- �
(1- | b1 | )�z 2  H S(�) ,且| #( r ) |达到等号.

定理 2 � 若 f  H C( �) , 则

| f ( z ) | � (1 + | b1 | ) | z | + 1- �
4- 2�
(1- | b1 | ) | z | 2 , (5)

| f ( z ) | ∀ (1 - | b1 | ) | z | - 1- �
4- 2�
(1- | b1 | ) | z |

2
. (6)

等式由 #( z )= z+ | b1 | �z + 1- �
4- 2�
(1- | b1 | )�z 2 所达到.

证明 � 仅证明式(5) ,式( 6)可类似证明. 设 f  H C(�) ,则有

| f ( z ) | � | h( z ) | + | g( z ) | = | z + !
!

n= 2
anz
n
| + | !

!

n= 2
bnz
n
| �

| z | + !
!

n= 2
| an | | z |

n
+ | b1 | | z | + !

!

n= 2
| bn | | z |

n �

( 1+ | b1 | ) | z | + !
!

n= 2
( | an | + | bn | ) | z |

2
.
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由于有

!
!

n= 2
( | an | + | bn | ) � !

!

n= 2

1
2(2 - �)
n( n- �) ( | an | + | bn | ) =

1
2(2 - �)

!
!

n= 2
n( n- �) ( | an | + | bn | ) � 1

2( 2- �)
( 1- �) (1 - | b1 | ) .

故

| f ( z ) | � (1 + | b1 | ) | z | + !
!

n= 2
( | an | + | bn | ) | z |

2 �

( 1+ | b1 | ) | z | +
1

4- 2�
( 1- �) (1 - | b1 | ) | z |

2
.

因此有

| f ( z ) | � (1+ | b1 | ) | z | + 1
4- 2�
( 1- �) (1 - | b1 | ) | z | 2

式(5)证毕.

同理,式(5)等号由 #( z )= z+ | b1 | �z+ 1- �
4- 2�
(1- | b1 | )�z 2 所达到.

注 1 � 考虑定理 A 中给出的极值函数为 f ∀( z )= z+ | b1 | ei∀�z + (1- �2
) (1- | b1 | )

2
�z 2 ,必须有

!
!

n= 2
( n - �) ( | an | + | bn | ) = (2- �) (

(1 - | b1 | )
2
) (1 - �2
) � (1- �) (1 - | b1 | ) ,

但当 �∃0时,上式不成立, 即当 0< �< 1时, f ∀( z ) = z+ | b1 | e
i∀�z +
(1- �2
) ( 1- | b1 | )

2
�z 2 H S( �) ,故定

理 A的结论是有误的.

注 2 � 定理 B中所述的极值函数为

f ∀( z ) = z + | b1 | ei∀�z + 3- �- 2�2

2�
(1- | b1 | )�z 2 HC ( �) .

下面,推广定理 C 的结论.

定理 3 � f ( z )= z + b1z+ !
!

n= 2
( anz
n+ bnz n)  H C( �) ,若  � 1

2
( 1- | b1 | ) ,则 N  ( f )  H S( �) .

证明 � 设 f ( z )  H C(�) , F ( z )= z+ B1z+ !
!

n= 2
( A nz
n
+ Bnz
n
)  N  ( f ) , 则有

(1 - �) | B1 | + !
!

n= 2
( n - �) ( | A n | + | Bn | ) � (1 - �) | B1 - b1 | + (1 - �) | b1 | +

!
!

n= 2
( n - �) ( | A n - an | + | B n - bn | ) + !

!

n= 2
( n - �) ( | an | + | bn | ) �

(1- �) + (1 - �) | b1 | + 1
2
!
!

n= 2
n( n - �) ( | an | + | bn | ) �

(1 - �)  + (1 - �) | b1 | + 1
2
(1 - �) ( 1- | b1 | ) . (7)

故当  � 1
2
(1- | b1 | )时, (1- �) | B1 | + !

!

n= 2
( n- �) ( | A n | + | Bn | ) � (1- �)

1
2
(1- | b1 | )+ (1- �) | b1 | +

1
2
(1- �) (1- | b1 | )= 1- �! 因此(1- �) | B 1 | + !

!

n= 2
( n- �) ( | A n | + | Bn | ) � 1- �! 即 !

!

n= 2
( n- �) ( | A n | + |

Bn | ) � (1- �) (1- | B1 | ) ,从而 F( z )  H S( �) , 故 N  ( f )  H S (�) .

定理 4 � 若 f ( z )= z+ b1z+ !
!

n= 2
( anz
n
+ bnz
n
)  H C(�) , 0 � 2�- 1 � �� �; 以及  � 1

2
1

1- �
(1- | b1 | )

(1+ �- 2�) , 则 N ( f )  H S( �) .

证明 � 令 f ( z )  H C(�) , F( z )= z+ B1 z+ !
!

n= 2
( A nz
n+ B nz n)  N  ( f ) ,则

(1 - �) | B1 | + !
!

n= 2
( n - �) ( | A n | + | Bn | ) � (1 - �) | B1 - b1 | + (1 - �) | b1 | +
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!
!

n= 2
( n - �) ( | A n - an | + | B n - bn | ) + !

!

n= 2
( n - �) ( | an | + | bn | ) �

(1 - �) | B1 - b1 | + (1- �) | b1 | + !
!

n= 2
( n - �) ( | A n - an | + | B n - bn | ) +

!
!

n= 2
( n - �) ( | an | + | bn | ) � ( 1- �)  + ( 1- �) | b1 | + 1

2
!
!

n= 2
n( n- �) ( | an | + | bn | ) �

(1 - �) + (1 - �) | b1 | + 1
2
!
!

n= 2
n( n - �) ( | an | + | bn | ) �

(1 - �)  + (1 - �) | b1 | + 1
2
(1 - �) (1 - | b1 | ) . (8)

� � 当  � 1
2

1
1- �
(1- | b1 | ) (1+ �- 2�)时, ( 1- �) | B1 | + !

!

n= 2
( n- �) ( | A n | + | Bn | ) � (1- �)

1
2

1
1- �
( 1-

| b1 | ) (1+ �- 2�)+ (1- �) | b1 | + 1
2
(1- �) (1- | b1 | )= 1

2
(1- | b1 | ) [ (1+ �- 2�)+ ( 1- �) ] + (1- �) %

| b1 | =
1
2
(1- | b1 | ) ( 2- 2�)+ (1- �) | b1 | = 1- �.因此( 1- �) | B1 | + !

!

n= 2
( n- �) ( | A n | + | Bn | ) � (1- �) ,

即 !
!

n= 2
( n- �) ( | A n | + | Bn | ) � ( 1- �) ( 1- | B1 | ) , 因此 F( z )  H S( �) , 故 N  ( f )  H S (�) .

注 3 � 比较定理 C及定理 4中的 f ( z )范围.定理 C中 f ( z )  H C( �) ,定理 4 中 f ( z )  H C( �) .由

于 �� �, 可知 H C(�)  H C(�)! 故定理 4在
1
2

� �< 1的情况下,加强了定理 C的结果.特别地, 当 �= �

时, 即定理 3的结论.
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Estimate on the Distortion for Two Classes of

Harmonic Univalent Functions

H AN Xue, H UANG Xin�zhong

( Sch ool of M athemat ics S ciences, H uaqiao University, Quan zhou 362021, Ch ina)

Abstract: � � zt�rk and Y al�in gav e some disto rtion estimates for tw o classes H S(�) and H C(�) , both are subclasses of u�

niv alent harmonic mapping s on the unit disk. In this paper , w e will improv e their r esults, obtain some sharp est imates. In

additio n, to t he class H C(�) , �� �, its  �neig hbo rhoo d is considered! Some r elative results are ex tended.

Keywords: � univ alent har monic function; distor tion; extr emal function;  �neighbor hood
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