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一种新的非线性相机模型标定方法

郭陆峰, 江开勇, 吴明忠

(华侨大学 机电及自动化学院, 福建泉州 362021)

摘要: � 提出一种新的非线性相机模型标定方法 .该方法考虑各种成像误差, 用二元函数的多项式建立成像误

差模型,用一个中间变量代替非线性畸变因素. 在已知至少 6 个不共面点的空间坐标及对应的图像坐标, 利用

线性算法求解出非线性畸变模型的投影矩阵,用修正后的投影矩阵进行三维重建.实验结果表明, 整个修正过

程避免非线性方程的求解, 10个修正参数由线性方程组一并解出,修正模型三维重建的精度整体得到提高.
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摄像机标定是计算机视觉中的一个重要内容.由二维图像到三维重建,它们之间的变换关系由摄像

机成像几何模型决定� 模型中的参数需要通过标定才能确定,而且三维重建的精度在很大程度上取决

于摄像机标定的精度.国内外许多学者对摄像机的标定问题进行研究,提出各种解决方法. 美国的 Lenz

等[ 1]提出的标定精度较高,但其实验要求特殊的照明条件, 且标定距离短, 不能满足一般工业视觉的需

要� 法国的 Faugeras等[ 2]提出的方法虽可用于一般的工业视觉场合,但精度较低. Wang 等 [ 3]提出的利

用极限约束分析估计外参数法速度快,但精度太低, 且过于依赖图像处理. T sai
[ 4]
提出的两步法是一种

通用的高精度标定法,但由于计算复杂、费时而很少用于现场标定中. Kyriakopo ulo s等[ 5]在此基础上提

出极限约束法求解外参数, 其内参数采用 Rizo 等[ 6] 的方法进行求解. 蔡健荣等 [ 7] 提出用接线性变换

( DLT)算法求出的内参数作为初始值代入非线性方程,用 Lev enberg�M arquardt 迭代法优化参数� 霍

图 1 � 摄像机针孔模型

F ig. 1� Camera pinhole mo del

龙等
[ 8]
提出通过修正线性模型的投影矩阵来提高三维重建的精度.上述方

法中好的精度是以耗时为代价的,实时性差, 标定后系统重新定位又会引

起误差,不适合用于立体视觉中的现场标定. 本文考虑了各种非线性成像

误差,将这些非线性因素用一个中间变量代替, 通过解线性方程求出相机

的投影矩阵并分解内外参数.

1 � 摄像机线性模型建立

双目视觉是根据立体视差的原理进行工作的, 必须先对两个摄像机进

行标定.因此要首先清楚相机的成像模型(图 1)及图像坐标系、摄像机坐标

系与世界坐标系的关系, 然后确定摄像机成像的几何关系.

( 1) 物体世界坐标系( X w , Y w , Zw )到相机 3D坐标系( X c, Y c, Zc)的转

换,其关系有

X c � Y c � Zc
T
= R X w � Y w � Zw

T
+ T. (1)

式(1)中, R 为 3 � 3 的旋转矩阵, R  

r1 r 2 r 3

r4 r 5 r 6

r7 r 8 r 9

; T 为 3 � 1 平移向量, T= [ T x � T y � T z ]
T
.
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� � (2) 摄像机 3D坐标系到理想针孔模型下的图像坐标系,其几何关系为

x =
f X c

Zc
, � � y =

f Y c

Zc
. (2)

式(2)中, f 必须是计算出的有效焦距.

(3) 从物理图像坐标到计算机图像坐标变换.如图 2所示, 在图像上定义直角坐标系( u, v) , 它是以

图 2 � 图像坐标系

Fig. 2� Imag e co or dinate

像素为单位的图像坐标. 由于其没有用物理单位表示出该像素在图像中的位

置,因而需要再建物理单位(例如: mm ) .的坐标来表示图像坐标系.该坐标系

以图像内的某一点 O1 为原点, x 轴, y 轴分别与u 轴, v 轴平行,如图 2所示.

若 O1 在 u, v 坐标系中的坐标为( u0 , v 0 ) , ( u0 , v 0)为图像的实际中心,每一个

像素在 x 轴、y 轴方向上的尺寸为 dx , dy, 则图像中任意一个像素在两个坐标

系下的坐标为

u =
x

dx
+ u0 , � � v = y

dy
+ v 0 . (3)

将式(1) , (3)代入式(2) , 得到 P 点的世界坐标与其投影点 p 的图像坐标( u,

v)的关系,有

Zc

u

v

1

=

�x 0 u0 0

0 �y v 0 0

0 0 1 0

R t

0T 1

X w

Y w

Zw

1

= M1M2

X w

Y w

Zw

1

= M

X w

Y w

Zw

1

. (4)

式(4)中, �x = f / dx , �y = f / dy ,M1 为 3 � 4的投影矩阵, 完全由 �x , �y , u0 , v 0 决定.由于 �x , �y , u0 , v 0 只

与摄像机内部结构有关, 称为摄像机内部参数; M2 完全由摄像机相对于世界坐标的方位决定,称为摄

像机外部参数, 标定的过程即是确定摄像机内外参数的过程.为方便以后的计算,对投影关系归一化.

2 � 线性算法及参数分解

由以上各式可以得到摄像机的成像模型为

X w, i Y w, i Zw , i 1 0 0 0 0 - u iX w, i - u iY w, i - u iZw , i

0 0 0 0 X w, i Y w, i Zw, i 1 - v iX w, i - v iY w, i - v iZw, i
K =

u im 3, 4

v im3, 4

� (5)

式(5)中, K= [ m1, 1 , m1, 2 , m1, 3 , m1, 4 , m2, 1 , m2, 2 , m2, 3 , m2, 4 , m3, 1 , m3, 2 , m3, 3 ]
T
, ( X w, i , Yw , i , Zw, i )为第 i个

点的坐标, ( u i , v i , 1)为第 i个点的齐次图像坐标, mi, j为矩阵M 的第 i 行 j 列元素,共有 11 个未知参数

需求解,其中隐含摄像机的内、外部参数.

一幅图像提供了两个方程, n幅图像就提供了 2n个方程.由式(4)可知,矩阵M 乘以任意不为零的

常数不影响( X w , Y w , Zw )与( u, v)的关系, 因而指定 m3, 4= 1, 从而得到关于矩阵M其他元素的 2n 个线

性方程.至少有 6个不共面点才可以求出矩阵M,在标定时,通常取尽量多的点,将各点世界坐标和图

像坐标代入式(5)中,得到一个线性方程组, 用最小二乘法可以求出矩阵M.然后, 可根据矩阵M与相机

内外参数关系, 求出内外参数及旋转矩阵 R和平移矩阵T
[ 9]
.

3 � 考虑成像误差的修正模型

要进行高精度的标定,必须考虑摄像机成像过程中的成像误差, 文[ 10]中对各种成像误差进行了详

细分析,并给出这些误差函数的精确表达式. 这些成像误差包含镜头径向畸变、切向畸变、偏轴等因素,

并随着图像平面坐标( u, v)的变化而变化� 因此,用二元函数 �u( u, v) , �v ( u, v )表示水平与垂直两个图

像坐标方向的成像误差, ( u
~

, v
~

)表示成像平面坐标的理论值,即校正后图像理想点坐标� 则有
u
~

= u + �u , � � v
~

= v + �v . (6)

� � 考虑各种成像误差, 用 �u ( u, v) , �v ( u, v )进行误差补偿时, 可以用逼近理论将一组已知的函数组合

起来.假设 P , Q分别为u , v 方向上的逼近阶次,则有
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�u =  
P

i, k= 0
ai, ku

i
v
k
, � � �v =  

Q

i, k= 0
bi, ku

i
v
k
. (7)

式(7)中, ( u, v)为图像坐标系下该点的观察值, ( u
~

, v
~

)的值可以根据上述的线性模型下的投影关系从空

间点的已知坐标计算得到.这样由式(7)m 个点可以列出 2m 个方程,用最小二乘法估计该式中逼近函

数的参数.成像误差参数求出后,将其代入式(6)得到考虑成像误差模型下的理想图像坐标的值( u
~

, v
~

) .

如果考虑摄像机的非线性畸变,透视投影变换中图像点与三维空间中控制点的对应关系为

Zc =

u + �u

v + �v

� 1

= Zc

u
~

v
~

1

=

m1, 1 m1, 2 m1, 3 m1, 4

m2, 1 m2, 2 m2, 3 m2, 4

m3, 1 m3, 2 m3, 3 m3, 4

X w

Yw

Zw

1

. (8)

式(8)中, ( u
~

, v
~

)为校正后的理想图像点坐标, �u , �v 为在图像点( u, v)处的成像误差.

将一系列求出的( u
~

, v
~

)代入式(8) ,求出考虑成像误差模型下摄像机的投影矩阵,并根据文[ 8]分解

出内外参数.立体视觉系统中, 计算出矩阵M后, 不必再分解出摄像机的内、外参数, 可由下面两式直接

反求空间某一点的三维坐标, 即

Zc, 1 =

u1

v 1

1

=

m
1
1, 1 m

1
1, 2 m

1
1, 3 m

1
1, 4

m
1
2, 1 m

1
2, 2 m

1
2, 3 m

1
2, 4

m
1
3, 1 m

1
3, 2 m

1
3, 3 m

1
3, 4

X

Y

Z

1

,

Zc, 2 =

u2

v 2

1

=

m
2
1, 1 m

2
1, 2 m

2
1, 3 m

2
1, 4

m
2
2, 1 m

2
2, 2 m

2
2, 3 m

2
2, 4

m
2
3, 1 m

2
3, 2 m

2
3, 3 m

2
3, 4

X

Y

Z

1

.

(9)

式(9)中, ( u1 , v 1 , 1)与( u2 , v 2 , 1)分别为对应点的图像齐次坐标; ( X , Y , Z, 1)为 P 点在世界坐标系下的

齐次坐标; m
k
i, j ( k= 1, 2; i= 1, 2, 3; j= 1, 2, 3, 4)分别为M

k
的第i 行 j 列元素. 将上面两式展开,消去Zc, 1

和 Zc, 2 ,得到关于 X , Y, Z的 4个线性方程, 然后,用 SVD分解法求该超定方程的解.

( a) 左图像 ( b) 右图像

图 3 � 图像对

F ig. 3� Imag e pair

4 � 模型误差实验

采用两台同型号的 Sony 摄像机进行标定�
实验前先制作一个标准方块, 定义方块的 3条邻

边为世界坐标系的 3个坐标轴, 各特征点世界坐

标可通过设计得到. 将两个摄像机分别固定在两

个三脚架上,调整好位置后,摄取图像并将其存储

计算机内, 然后进行图像处理(去噪、灰度化、特征

点位置信息提取) ,如图 3所示� 利用上述方法在
MAT LAB中编程实现相机的标定. 具体标定有

如下 4个过程.

(1) 计算校正后的理想图像点坐标.提取图像中心处 21个特征点的图像坐标� 在图像中心处,畸

变小,近似看作理想的线性透视投影变换,求出线性模型下的投影矩阵, 利用该投影矩阵求出图像平面

上各特征点的理想图像坐标( u
~
, v

~
) ,并计算理想值与观测值的差值 �u , �v .

(2) 利用式(7)求修正模型的参数,并用最小二乘法优化参数� 另外,逼近阶数 P, Q取不同的值对

标定精度是有影响的,左右相机的 P , Q分别在u , v 方向依次取 2, 3, 4阶(共有 81种组合)时,计算出各

种组合的修正系数, 并根据相应的修正系数由式( 6) , (8)计算出该修正模型下的两个摄像机的投影矩

阵.然后, 由式( 9)求出各图像点所对应的空间点的世界坐标,找出 3个方向上平均误差和方差均最小的

一组, 该组所对应的逼近阶数即为最优逼近阶数. 经实验, 当左相机 u, v 方向逼近阶数分别取 3阶、2
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阶,右相机 u, v 方向的逼近阶数均取 3阶时,重建的平均误差和方差最小� 可通过以下修正模型,计算

两幅图像上任何点在理想情况下的图像坐标.即

u
~

1 = u1 + �u, 1 = u1 +  
3

i, k= 0
a i, k, 1 u

i
1v

k
1 = u1 + A 1V 1, 3 ,

v
~

1 = v 1 + �v, 1 = v 1 +  
2

i, k= 0
bi, k, 1u

i
1v

k
1 = v 1 + B1V 1, 2 ,

u
~

2 = u2 + �u, 2 = u2 +  
3

i, k= 0
a i, k, 2 u

i
2v

k
2 = u2 + A 2V 2, 3 ,

v
~

2 = v 2 + �v, 2 = v 2 +  
3

i, k= 0
bi, k, 2u

i
2v

k
2 = v 2 + B2V 2, 3�

上式中,修正系数 A 1 = 10
- 8 � [ 0. 329 � 33. 977 � - 2 841. 157 � 3. 015 � 48. 095 � 5 329. 452 � - 4. 287

� 0. 004 � 567. 531 � - 36. 779 � 0. 107 0 � 0. 495 � 0. 029 0 � 0] , B1 = 10
- 4 � [ 85 043. 537 � - 279. 072

� 0. 199 � - 359. 759 � 1. 309 � - 0. 001 � 0. 342 � - 0. 001 � 0] , A 2 = 10
- 8 � [ - 0. 991 � - 104. 112 �

336. 202 � - 0. 592 � - 96. 970 � - 11 321. 332 � 23. 945 � - 0. 012 3 � 347. 575 � 24. 824 � - 0. 065 0 �
- 5. 778 � - 0. 003 0 � 0] , B 2= 10- 4 � [ 0. 824 � 84. 695 � 993. 659 � - 0. 935 � 91. 368 � 8 788. 515 � �

- 36. 934 � 0. 026 � 1 777. 790 � - 43. 557 � 0. 149 0 � - 3. 529 � 0. 051 0 � 0]�
(3) 计算该阶数下的投影矩阵及内参数� ( a) 左相机

Ml =

2 877. 773 608. 349 - 197. 312 664 759. 257

- 301. 740 3 427. 544 - 197. 312 517 997. 910

0. 780 0. 412 0. 472 427. 447

,

�x = 3 607. 945, � �y = 3 446. 453, � u0 = 1 508. 554, � v 0 = 1 083. 331.

( b) 右相机

M r =

3 377. 463 636. 513 - 1 026. 605 625 891. 060

- 182. 061 3 398. 451 - 72. 017 502 113. 226

0. 598 0. 366 0. 714 428. 762

,

�x = 3 586. 967, � �y = 3 404. 480, � u0 = 1 518. 230, � v 0 = 1 082. 270.

可以看出,由于摄像机的安装误差,同型号的相机的相邻传感器间的中心距会有差别, 所以 �x , �y 仍会

稍有不同.另外,两个同型号的摄像机的实际图像中心接近相等.

( 4) 误差分析.选取左右摄像机都能拍摄到的空间点 21 个, 测出这些点的实际三维坐标值.然后,

根据这些点的图像坐标, 分别用线性模型和畸变模型恢复它们的三维坐标.将实际三维坐标与恢复的三

维坐标进行比较,得出两种模型下的误差( e) ,如图 4所示. 从图 4可见, 线性模型下重建的坐标大部分

( a) 线性模型误差 ( b) 畸变模型误差

图 4 � 模型修正前后的精度比较

F ig . 4� Co mpar ison of the precisio n o f the mo del befo re and after ca librat ion

比实际坐标偏大,绝对误差在 0~ 3 mm 之间,均值为 1. 868 4 mm;考虑畸变的修正模型下, 重建坐标误

差!下移∀趋近零值线,使绝对误差分布在- 1. 0~ 1. 0 m m 之间,均值为- 0. 546 !m� 与文[ 11]中采用

!两步法∀的一阶畸变模型相比,其精度有所提高, 计算量也较小.实验结果表明,用修正后的模型的投影
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矩阵进行三维重建能够从整体上提高重建的精度.

5 � 结束语

由于线性模型没有考虑镜头的非线性畸变,存在着原理性的误差. 为避免使用非线性优化算法,在

分析各种成像误差基础上,提出一种新的考虑畸变的修正模型. 整个修正过程避免了非线性方程的求

解, 10个修正参数由线性方程组一并解出.
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3.

A New Method of Calibration for Non�Linear Camera Model

GUO L u�feng, JIANG Kai�yong, WU M ing�zhong

( College of M echanical Engineering and Au tomat ion, Huaqiao University, Quanzhou 362021, Ch ina)

Abstract: � A new method is pr oposed fo r the no n�linear model camer a calibr atio n. In this method, all kinds of imaging

erro rs ar e considered. T he imaging erro r module is established in the form o f a binary funct ion po ly no mial, where nonlin�

ear disto rtion is r eplaced by a v ariable parameter and pro jectio n matr ix is answer ed with linear alg or ithms o n the co ndition

that at least six no n�co planar po int s∃ w or ld coo rdinates and the co rresponding image coor dinates are given. T his calibrated

pr ojection matrix is utilized in 3�dimensio nal reconstruction. T he ex perimental r esults show that the pr ecision of the cali�

brat ed model can be improv ed gr eatly because ten calibrated parameter s can be solved by a set of linear equatio ns instead o f

so lv ing nonlinear equations dur ing the calibr ation pro cess.

Keywords: � bino cula r vision; camera; err or model; nonlinea r distor tion; 3�dimensio nal r eco nstr uctio n
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