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广义 Pochhammer�Chree方程的多辛
Fourier拟谱格式及孤立波试验
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摘要: � 通过变换, 将广义 Pochhammer�Chree ( PC)方程转化为多辛形式的方程组. 在空间方向利用 Fourier

拟谱方法,在时间方向利用 Euler 中点格式进行离散此方程组, 得到广义 PC 方程的多辛 Fourier 拟谱格式及

其离散多辛守恒律.孤立波的数值模拟试验验证所构造格式的有效性, 以及广义 PC 方程的孤立波相互作用

是非弹性的事实.
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对于 Hamilton系统, Bridges与 Reich提出多辛算法
[ 1�3]
之后, 又提出了 Fourier 空间上的多辛谱方

法[ 4] . 秦孟兆等[ 5] 将此思想方法进行推广, 提出了物理空间上的多辛谱方法. 考虑满足周期边界条件的

广义 PC方程
[ 6]
: u tt - u ttxx - uxx -

1
p
( u

p
) xx = 0.其中, u( x , t )为纵位移, t为时间, x 为质点的横坐标.它

是在一定限制如在非压缩或接近条件下,描述弹性杆的纵向形变波传播的模型方程.该方程在离子声波

方面应用较为广泛, 引起许多学者的兴趣.文[ 6]指出了当 p = 3时纵向形变波的孤立波相互作用是非

弹性的,因此这种孤立波无孤立子.本文在空间方向用 Fourier 拟谱方法,离散广义 PC 方程的多辛方程

组,然后在时间方向用 Euler 中点格式对半离散方程进行数值求解,得到了广义 PC 方程的多辛 Fourier

拟谱格式,同时导出其离散多辛守恒律. .

1 � 广义 PC方程的多辛方程组形式

根据 Bridges 和 Reich 引入的多辛积分的概念
[ 1�3]

, 对满足周期边界条件的广义 PC方程引入新变

量 ut= v= w xx , ux = qxx ,可将其改写为如下的多辛方程组形式� 即
M tz + K x z = !zS ( z) , � � z � R

4
, � ( x , t ) � R

2
. (1)

式中, M=

� 0 - 1 1 0

� 1 � 0 0 0

- 1 � 0 0 0

� 0 � 0 0 0

, K=

0 0 0 - 1

0 0 0 � 0
0 0 0 � 0

1 0 0 � 0

, z=

u

v

w

q

. Hamilton函数 S( z)=
1
2
( v

2
+ w

2
x - q

2
x )+

1
p ( p+ 1)

u
p+ 1

, !z 表示光滑函数S : R
4  R的梯度算子.多辛方程组(1)具有重要的多辛守恒律

 
 t (du !

dw- du !dv)+  
 x (dq !du)= 0,其中, !为外积算子.

求解多辛方程组(1)的数值方法可表示为

M j , n
t z j , n + K j , n

x z j , n = !zS ( zj , n) . (2)
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式(2)中, zj , n= z( x j , tn ) ,  j , n
t ,  j , n

x 分别为算子 t ,  x 的离散. 格式 (2)应满足如下的离散多辛守恒律

 j , n
t �j , n+  j , n

x �j , n= 0.这里, �= 1
2
dz!Mdz, �= 1

2
dz!Kdz.

2 � 多辛 Fourier拟谱格式

多辛 Fourier 拟谱格式就是将式(2)中的 j , n
x 取为 Fourier 拟谱算子, 再用 Euler 中点方法对 j , n

t 进

行数值求解.先简单介绍将 Fourier 拟谱方法应用于多辛系统的主要结果[ 4�5]
.

假设 z( x , t)是以 L 为周期的光滑函数组, z( x , t )在配置点( x j= L
N
j , j = 0, 1, ∀, N - 1,其中 N 为

偶数)处的插值近似用 I Nz( x , t )表示,且具如下形式

I Nz ( x , t ) =  
N- 1

j= 0
z j (

1
N

 
N / 2

l= - N / 2

1
c l
eil !( x- x j ) ) =  

N / 2

l= - N / 2

1
Nc l

 
N- 1

j= 0
z j e

il!x
j eil!x . (3)

式中, zj = z( x j , t) , cl= 1( | l| # N
2 ) , c

- N
2 = cN2 = 2, !=

2∀
L
. 若记 g j ( x ) =

1
N

 
N / 2

l= - N / 2

1
c l
e
il!( x- x

j
)
,则 g j ( x k )=

#kj ,从而有 IN z( x j , t)= zj , j = 0, 1, ∀, N - 1.

为了得到关于 z j 的方程, 将式(3)代入多辛方程组(1) , 并要求方程组( 1)在配置点精确成立, 即

[ M( I Nz ( x , t) ) t + K( I Nz ( x , t) ) x ] | x= x
j
= !zS ( zj ) , � � j = 0, 1, ∀, N - 1. (4)

这里关键是用 z j 来表示偏导数 k
I Nz ( x , t ) /  x k 在配置点 x j 处的值.为解决此问题,对式(3)求微分,并

计算它在点 x j 处的值, 得

 k
I Nz( x j , t)
 x k =  

N- 1

n= 0
zn

dkg n( x j )
dx k

= (Dk z) j , (5)

其中, z= ( z 0 , z 1 , ∀, zN- 1 )
T
, Dk 为N ∃ N 矩阵,称之为 k 阶谱微分矩阵, (Dk ) j , n=

d
k
g n( x j )
dx k

.通过计算可

以得到
[ 5]

(D1) j , n =

1
2
!(- 1)

j+ n
co t( !

x j - x n
2

) ,

0,

� �
j # n,

j = n.
(6)

(D2) j , n =

1
2
!
2
(- 1)

j+ n+ 1
1

sin2
( !x j - x n

2
)
,

- !2 N
2
+ 2
12

,

� �

j # n,

j = n.

(7)

现将广义 PC方程的多辛方程组(1)改写为如下的分量形式:

w t - v t - qx -
1
p
u
p
= 0, � � u t - v = 0, � � - u t + w xx = 0, � � ux - qxx = 0. (8)

对式(8)在时间方向不离散,在空间方向用 Fourier 拟谱方法进行离散, 则利用谱微分矩阵, 可得广义

PC方程的 Fourier拟谱半离散格式为

d
dt
w j -

d
dt
v j - (D1 q) j -

1
p
( u j )

p
= 0, � � d

dt
u j - v j = 0,

-
d
dt
u j + (D2w) j = 0, � � (D1 u) j - (D2 q) j = 0.

(9)

其中, j= 0, 1, ∀, N- 1� 然后,在时间方向用 Euler 中点格式对 Four ier 拟谱半离散格式( 9)进行离散,

得到广义 PC方程的多辛 Four ier 拟谱离散格式为

w
n+ 1
j - w

n
j

∃
-
v
n+ 1
j - v

n
j

∃
- (D1q

n+ 1
2 ) j -

1
p
( u

n+ 1
2j )

p
= 0, � � u

n+ 1
j - u

n
j

∃
- v

n+ 1
2j = 0,

-
u
n+ 1
j - u

n
j

∃
+ ( D2w

n+ 1
2 ) j = 0, � � (D1 u

n+ 1
2 ) j - (D2q

n+ 1
2 ) j = 0.

(10)

式中, j= 0, 1, ∀, N- 1, ∃为时间步长, u
n+

1
2 =

1
2
(u

n+ u
n+ 1

) , u
n+

1
2

j =
1
2
( u

n
j + u

n+ 1
j )等.
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命题[ 5] � 多辛 Fourier 拟谱格式( 10)具有 N 个全离散的多辛守恒律, 有

�n+ 1
j - �nj

∃
+  

N- 1

k= 0
( D1) j , k�

n+ 1
2

j , k = 0, � � j = 0, 1, ∀, N - 1. (11)

式(11)中, �nj = 1
2
dz nj !Mdz nj , �n+

1
2j , k = 1

2
[ dz n+

1
2j !Kdzn+

1
2k + dzn+

1
2k !Kdz n+

1
2j ] .

� � 于是,对多辛 Fourier 拟谱格式(10)的全离散多辛守恒律为

�nj = dunj ! dw n
j - dunj ! dv nj , � � �n+

1
2j , k =

1
2
[ dqn+

1
2j ! dun+

1
2k + dqn+

1
2k ! dun+

1
2j ] .

� � 在计算时, 只需知道格式( 10)中 u的值,而不必知道引入的变量 v, w , q 的值. 若直接用格式(10)进

行计算,将耗费较多的时间和空间,有时使问题不可求解或降低数值解的精度. 因此,为了计算方便,将

多辛 Fourier 拟谱格式(10)消去中间变量 v , w , q,并写成矩阵形式,通过计算可得其等价格式

Au
n+ 1

= Bu
n
- Au

n- 1
+

∃2

2p
D2 [ ( u

n+ 1
2 )

p
+ (u

n- 1
2 )

p
] . (12)

式(12)中, u= ( u0 , ∀, uN - 1)
T
, A= EN - D2 - ∃

2

4
( D1)

2
, B= 2EN - 2D2+ ∃

2

2
( D1)

2
, EN 为 N 阶单位矩阵,

D1 , D2 为由式( 6) , ( 7)所得到的 N阶矩阵.

3 � 数值实验

用多辛 Fourier拟谱格式( 12)对广义 PC方程的孤立波的长时间行为进行数值模拟.该方程的精确

孤立波解为

u( x , t ) = [
p ( p + 1) ( v - 1)

2
]
1/ ( p- 1)

sech
2/ ( p- 1)

[
p - 1
2

1 - 1
v
( x - vt + %0) ] (13)

式(13)中, v> 1为波速, %0 为任意常数. 采取在有限区域 I = [ X L , X R ]上设置人工边界和周期边界条件

的方法进行数值模拟,对人工边界 X L 和X R 取得足够远, 以满足周期边界条件. 由于格式(12)是 3层

隐格式,所以格式初始时的第 1层和第 2层的值均取精确值, 离散得到的非线性方程组用简单迭代方

法求解.

3. 1 � 单孤立波的模拟

在孤立波解(13)中,令 %0= 250, v= 1. 01, X L = - 350, X R= 350,时间步长 ∃= 0. 05,空间步长 h= 1,

并分别取 p = 2及 p= 3进行数值模拟.图 1给出了格式(12)在 t � [ 400, 500] (计算 10 000步)时, 单孤

立波传播的模拟结果.

( a) p= 2 ( b) p= 3

图 1 � 单孤立波的传播模拟结果

F ig . 1� The propagation of solitar y w ave

通过以上的数值模拟试验可知,多辛 Fourier拟谱格式( 12)能很好地模拟单孤立波运动的波形,具

有长时间的数值稳定性.

3. 2 � 同向双孤立波的模拟
在孤立波解式( 13)中,取两个不同振幅、不同初相且均向右传播的双孤立波进行数值模拟试验.令

X L = - 300, X R= 300, 时间步长 ∃= 0. 05,空间步长 h= 1,并分别取 %0= 200, v= 16; %0 = 170, v= 1. 1.下
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面对 p = 2, p= 3两种情况进行模拟.图 2给出了由格式( 12)模拟得到的不同时刻的双孤立波传播的模

拟结果.由图 2可知,多辛 Fourier拟谱格式( 12)在模拟同向双孤立波传播时出现较大的振荡现象,验

证了广义 PC方程的孤立波相互作用是非弹性的,这种孤立波无孤立子的事实.

( a) p= 2 ( b) p = 3

图 2 � 双孤立波的碰撞过程

Fig. 2� The collision pr ocess o f the two so litary waves

对于 p 取其他值的情况,结果一样,在此不再一一列举.由此可见, 本文所构造的多辛 Fourier 拟谱

格式是有效的, 数值模拟结果与理论相符.
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Multi�Symplectic Fourier Pseudo�Spectral Scheme for

Generalized Pochhammer�Chree Equation
and Solitary Wave Experiments

HUANG L ang�yang

( Sch ool of Mathemat ics S ciences, H uaqiao University, Quan zhou 362021, Ch ina)

Abstract: � The multi�symplectic systems for t he gener alized Pochhammer�Chree ( PC) equation ar e obtained by tr ansfo r�

mation. A multi�sym plect ic Fourier pseudo�spectral scheme are constructed by means of a Four ier pseudo�spectr al method

in space and an Euler m id�point method in time, At the same t ime, w e get the full�discrete multi�symplectic conservation

law s for the scheme. Numerical experiments show that the scheme constr ucted in this paper is effective, and indicate that

the inter action of t hese solitar y waves is inelastic.

Keywords: � generalized PC equation; multi�symplectic systems; Four ier pseudo�spectr al scheme; multi�symplect ic con�

serv ation laws; so litary wave experiments
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