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Newton迭代法收敛性

陈恒新
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摘要: � 给出一种新的, 具有较大收敛域的 Newt on 迭代法和 Newton 下山法收敛性定理,以及误差估计式.它

不要求函数 f ( x )存在二阶导数,只需要函数 f ( x )存在一阶导数,便可根据文中定理对其收敛性进行判别, 弥

补了以往相关定理的不足,并通过数值例子给予验证�
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用N ew ton迭代法 x k+ 1= x k-
f ( x k )
f �( x k )

, k= 0, 1, 2,  , 求方程 f ( x )= 0的根是一种行之有效的算法.

但一般情况下, New ton 法只具有局部收敛性
[ 1]
, 即它对初值取法较为苛刻. 文[ 2]给出了在[ a, b]区间

上的一种 New ton迭代法收敛定理� 该定理不仅要求函数 f ( x )在区间[ a, b]上有二阶导数, 且要求其

二阶导数 f !( x )在[ a, b]上不变号,这在实际应用中有很大的不便. 如果遇到函数 f ( x )的二阶导数不存

在,或 f !( x )在[ a, b]上变号,则该定理便不能使用
[ 3�5]

. 为此, 本文提出一种新的 New ton 迭代法收敛性

定理,以及相应的 Newton下山法收敛性定理.

1 � 定理证明

定理 1 � 设函数 f ( x )在有限区间[ a, b]上存在一阶导数且满足如下 3个条件. ( ∀) f ( a) f ( b) < 0.

( #) 存在正数m, M,其中 m ∃ M ,且 2m> M ,使( a) 0< m ∃ f �( x ) ∃ M (或( b) - M ∃ f �( x ) ∃ - m< 0) ,

x % [ a, b]� ( &) 对任意满足初值条件, x 0 % [ a, b]且 f (
x 0+ a
2

) ∃ 0, f (
x 0+ b
2

) ∋0(对( b)为 f (
x 0+ a
2

) ∋

0, f (
x 0+ b
2

) ∃ 0)的初始近似值 x 0 .由 New ton迭代式产生的迭代序列{ x k }收敛于方程 f ( x ) = 0在[ a,

b]上的唯一解 x
*
,并且有误差估计式| x k- x

*
| ∃ (

M
m
- 1)

k
| x 0 - x

*
| ∃ (

M
m
- 1)

k
( b- a) . 为说明定理 1

的初值条件( &)对初值 x 0 的要求并不苛刻, 有如下引理�
引理 � 当 x

* ∃ ( a+ b) / 2, 定理 1的初值条件( &)等价于 a ∃ x 0 ∃ x
* + ( x

* - a) ;或当 x
* ∋( a+

b) / 2, x * - ( b- x
*
) ∃ x 0 ∃ b.

证明 � 由于情况(b)可化为情况( a) (详见定理 1证明过程) , 所以仅证明情况( a)� 由定理 1条件

( ∀) , ( #)可知,初值条件( &)中 f (
x 0+ a
2

) ∃ 0, f ( x 0+ b
2

) ∋0等价于x 0+ a
2

∃ x
*
,
x 0 + b
2
∋x

*
,即

x
*

- ( b- x
*
) ∃ x 0 ∃ x

*
+ ( x

*
- a) , (1)

又因为 a ∃ x 0 ∃ b,则当 x
* ∋( a+ b) / 2时, 有 x

* - a ∋b- x
*
, 从而有 x

* + ( x
* - a) ∋x

* + ( b- x
*
)=

b, x
* - ( b- x

*
) ∋x

* - ( x
* - a)= a.即式( 1)可写为 x

* - ( b- x
*
) ∃ x 0 ∃ b. 当 x

* ∃ ( b+ a) / 2时,有

x
* - a ∃ b- x

*
,从而有 x

* - ( b- x
*
) ∃ x

* - ( x
* - a)= a, x

* + ( x
* - a) ∃ x

* + ( b- x
*
)= b.即式(1)
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可写为a ∃ x 0 ∃ x
* + ( x

* - a) .即当 x
* ∃ ( a+ b) / 2,定理 1的初值条件( &)等价于 a ∃ x 0 ∃ x

* + ( x
* -

a) ; 或当 x
* ∋( a+ b) / 2, x * - ( b- x

*
) ∃ x 0 ∃ b.可见在定理 1初值条件( &)下, 初值 x 0 的选取范围仍

是很广泛的、也就是说,满足条件( &)的 x 0 是很容易在[ a, b]中取得的,详见文中数值例子.

定理1证明 � 由于对情况( b)只要令F ( x ) = - f ( x ) , 则由- M ∃ f �( x ) ∃ - m< 0便有0< m ∃

F( x ) ∃ M, 及 F( a)F( b)= f ( a) f ( b)< 0和 F (
x 0+ a

2
)= - f (

x 0+ a

2
) ∃ 0, F(

x 0 + b

2
)= - f (

x 0+ b

2
) ∋0.

(因 f (
x 0+ a
2

) ∋0, f ( x 0+ b
2

) ∃ 0) .于是,条件( #)中(b)便化为情况( a) , 因此,只需证明情况( a)便可.

已知函数 f ( x )在[ a, b]上连续,由条件( ∀)知 f ( x )在[ a, b]上的根存在, 又由条件( #) 知 f ( x )在

[ a, b]上是严格递增的.因此, f ( x )= 0在[ a, b]上的根 x
* 存在且唯一.

首先,由条件( ∀ ) , ( #)可知,对任意满足( &)的初值 x 0 有
x 0+ a
2

∃ x
*
,
x 0+ b
2
∋x

*
, 即 a ∃ 2x

*
-

x 0 ∃ b.由条件( ∀ ) , ( #)可知,若 x 0 % [ a, x
*
] ,有 x 0 ∃ x

*
,因此 f ( x 0) ∃ 0,且 f �( x 0) > 0. 由 New ton迭

代式有 x 1 ∋x 0 -
f ( x 0)
f �( x 0 )

∋x 0 . 又 x 1 ∋x 0 -
f ( x 0)
f�( x 0)

= x 0 +
f ( x

*
) - f ( x 0)

f �( x 0)
= x 0 +

f�( �0) ( x * - x 0 )
f �( x 0)

, �%

( x 0 , x
*
) .因此有

f �(�0 )
f �( x 0 )

∃ M
m
<

2m
m

= 2, 所以 x 1 = x 0+
f �(�0 )
f �( x 0)

( x
*
- x 0) ∃ x 0+ 2( x

*
- x 0)= 2x

*
- x 0 .

即 x 0 ∃ x 1 ∃ 2x *
- x 0 , (2)

从而有 x 1 % [ a, b] .

同理,若 x 0 % [ x
*
, b] , 有 x 0 ∋x

*
, 因此 f ( x 0) ∋0, f �( x 0) > 0. 由 N ew ton 迭代式便有 x 1 = x 0 -

f ( x 0 )
f �( x 0)

∃ x 0 ,又 x 1 = x 0-
f ( x 0)- f ( x

*
)

f �( x 0)
= x 0-

f �(�0 ) ( x 0- x
*
)

f�( x 0)
, �0 % ( x

*
, x 0) ,因此

f �(�0 )
f �( x 0 )

∃ M
m

< 2,所

以 x 1 ∋x 0- 2( x 0- x
*
)= 2x * - x 0 即

2x
*
- x 0 ∃ x 1 ∃ x 0 , (3)

从而有 x 1 % [ a, b] . 由式(2) , (3)有, 当 x 0 % [ a, x
*
]时, x 1 % [ x 0 , x

*
]或 x 1 % [ x

*
, 2x * - x 0 ] ; 当 x 0 %

[ x
*
, b]时, x 1 % [ 2x * - x 0 , x

*
]或 x 1 % [ x

*
, x 0 ] . 因为 x 1 % [ a, b] ,同理,利用公式 x 2 ∋x 1-

f ( x 1)
f�( x 1)

,当

x 1 % [ a, x
*
]时, 有

x 1 ∃ x 2 ∃ 2x *
- x 1 , (4)

当 x 1 % [ x
*
, b]时,有

2x
*
- x 1 ∃ x 2 ∃ x 1 . (5)

因此,当 x 0 % [ a, x
*
]时,有如下两种情况, 即

( ∀) x 1 % [ x 0 , x
*
]  [ a, x

*
] , 有式(4)成立. 因 x 1 ∋x 0 , - x 1 ∃ - x 0 , 所以有 x 0 ∃ x 2 ∃ 2x * - x 0 .

( #) x 1 % [ x
*
, 2x * - x 0 ]  [ x

*
, b] ,有式(5)成立.因 x 1 ∃ 2x * - x 0 , 则 x 0 ∃ 2x * - x 1 .所以有 x 0 ∃

x 2 ∃ 2x *
- x 0 .于是当 x 0 % [ a, x

*
]时,恒有 x 0 ∃ x 2 ∃ 2x

*
- x 0 ,从而 x 2 % [ a, b] .

同样,当 x 0 % [ x
*
, b]时,亦有如下两种情况.

( ∀) x 1 % [ 2x * - x 0 , x
*
]  [ a, x

*
] , 有式(4)成立. 因 x 1 ∋2x * - x 0 . 则有 2x * - x 1 ∃ x 0 , 所以有

2x
*
- x 0 ∃ x 2 ∃ x 0 .

( #) x 1 % [ x
*
, x 0 ]  [ x

*
, b] ,有式(5)成立. 因 x 1 ∃ x 0 , - x 1 ∋- x 0 , 所以有 2x

*
- x 0 ∃ x 2 ∃ x 0 .于

是,当 x 0 % [ x
*
, b]时,恒有 2x * - x 0 ∃ x 2 ∃ x 0 ,所以有 x 2 % [ a, b] .归纳假设,当 x 0 % [ a, x

*
]时,有 x 0 ∃

x k ∃ 2x * - x 0 ;当 x 0 % [ x
*
, b]时, 有 2x * - x 0 ∃ x 2 ∃ x 0 . 于是 x k % [ a, b] .同理由 New ton迭代式可推

知,当 x k % [ a, x
*
]时,有 x k ∃ x k+ 1 ∃ 2x

*
- x k ;当 x k % [ x

*
, b]时, 有 2x

*
- x 0 ∃ x k+ 1 ∃ x k .

将 x k 看作X 1 , x k+ 1看作 X 2 ,重复刚才的证明过程可推知,当 x 0 % [ a, x
*
]时,有 x 0 ∃ x k+ 1 ∃ 2x * -

x 0 ;当 x 0 % [ x
*
, b]时, 有 2x * - x 0 ∃ x k+ 1 ∃ x 0 .因而 x k+ 1 % [ a, b] .

于是,由 New ton迭代式产生的一切 x k % [ a, b] ,从而有 0< m ∃ f �( x k ) ∃ M , k= 0, 1, 2,  , 则

| x k+ 1 - x
*

| = x k -
f ( x k )
f �( x k )

- x
*

= x k - x
*
-

f ( x k ) - f ( x
*
)

f �( x k )
=
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x k - x
*

-
f�( �k ) ( x k - x

*
)

f �( x k )
= 1 -

f �(�k )
f �( x k )

= | x k - x
*

| .

其中, �k 介于 x k , x
* 之间.显然有 �k % [ a, b] ,所以有

1
2
<

m
M
∃ f�( �k )

f�( x k )
∃ M
m
< 2,且

m
M
∃ 1,

M
m
∋1.因此

| x k+ 1 - x
*

| ∃ L | x k - x
*

| , � � L = max 1 -
m
M

,
M
m

- 1 .

� � 由于(M- m)
2 ∋0,因此 M

2+ m
2 ∋2mM,

M
m
+

m
M
∋2, 即

M
m
- 1 ∋1- m

M
, 所以有 L =

M
m
- 1< 2- 1=

1� 即得| x k+ 1- x
* | ∃ L | x k- x

* | , 0 ∃ L < 1,反复利用此不等式,便有| x k+ 1- x
* | ∃ L

k+ 1 | x 0 - x
* | .

令上式中 k ( ) ,便得lim
k ( )

x k= x
*
,即由N ew ton迭代式产生的迭代序列收敛于 f ( x ) = 0在[ a, b]上

的唯一解 x
*
.并且有误差估计式| x k- x

* | ∃ (
M
m
- 1) k | x 0- x

* | .又因为 x 0 , x
* % [ a, b] ,所以有

| x k - x
*

| ∃ (
M
m

- 1)
k
| x 0 - x

*
| ∃ (

M
m

- 1)
k
( b- a) .

现利用 New ton下山法可将初值 x 0的选取范围扩充到整个[ a, b]区间,为此引入定理 2.

定理 2 � 设函数 f ( x )在有限区间[ a, b]上有一阶导数, 且满足条件:

( ∀) f ( a) f ( b) < 0.

( #) 存在正数 m, M,其中 m ∃ M,且 2m ∋M, 使得( a) 0< m ∃ f�( x ) ∃ M,或者( b) - M ∃ f �( x ) ∃
- m< 0, x % [ a, b] .则对任意初始近似值 x 0 % [ a, b] , 由 New ton 下山迭代格式

x k+ 1 = x k - �
f ( x k )
f �( x k )

, � � k = 0, 1, 2,  (6)

(下山因子 0< �∃ m/ M)产生的迭代序列{ x k }收敛于方程 f ( x )= 0在[ a, b]上的唯一解 x
*
. 并且有误差

估计式 | x k- x
* | ∃ L

k
� ∃ | x 0 - x

* | ∃ L
k
�( b- a) , L �= 1- �m/ M.

证明 � 类似定理 1,只需证明条件( #)中情况( a) ,且和定理 1证明完全一样, 可推知方程 f ( x ) = 0

的解 x
* 存在并且唯一.

由条件( ∀ ) , ( #) , 若x 0 % [ a, x
*
] , 则x 0 ∃ x

*
, 有f ( x 0) ∃ 0且f �( x 0 )> 0, 于是x 1= x 0 - �

f ( x 0 )
f �( x 0)

∋

x 0 又 x 1= x 0+ �
f ( x

*
)- f ( x 0)

f �( x 0)
= x 0+ �

f �(�0) ( x * - x 0)

f �( x 0 )
, �0 % ( x 0 , x

*
) .因为 0< �

f �(�0)
f �( x 0)

∃ m
M
∗ M

m
=

1,所以有 x 1 ∃ x 0+ ( x
* - x 0)= x

*
.于是 x 0 ∃ x 1 ∃ x

*
,从而 x 1 % [ a, x

*
] . 一般地, 若 x k % [ a, x

*
] ,由迭

代式 x k+ 1= x k- �
f ( x k )
f �( x k )

可推出 x k ∃ x k+ 1 ∃ x
*
,从而 x k+ 1 % [ a, x

*
] .

同理, 如果 x 0 % [ x
*
, b] ,则有 x 0 ∋x

*
,因此由条件( ∀) , ( #)可得 f ( x 0) ∋0, f �( x 0)> 0.于是 x 1=

x 0- �
f ( x 0)
f �( x 0 )

∃ x 0 , x 1 = x 0 - �
f ( x 0) - f ( x

*
)

f �( x 0)
= x 0- �

f �(�0 ) ( x 0 - x
*
)

f�( x 0)
∋x 0 - m

M
∗ M

m
(x 0 - x

*
) = x 0-

( x 0- x
*
)= x

*
.即有 x

* ∃ x 1 ∃ x 0 ,从而 x 1 % [ x
*
, b] .一般地, 若 x k % [ x

*
, b] , 则由式( 6)可推出 x

* ∃

x k+ 1 ∃ x k , 从而 x k+ 1 % [ x
*
, b] .

因此,对任意初值 x 0 % [ a, b] , 由式(6)产生之一切 x k % [ a, b] ,则

| x k+ 1 - x
*

| = x k - �f ( x k )
f �( x k )

- x
*

= x k - x
*

- �f ( x k ) - f ( x
*
)

f �( x k )
=

x k - x
*

- �
f �(�k )
f �( x k )

( x k - x
*
) = 1 - �

f �(�k )
f �( x k )

∗| x k - x
*

| .

其中, �k 在 x
*
和 x k 之间.因此有

m
M
∃

f �(�k )
f �( x k )

∃ M
m

, �
f �(�k )
f �( x k )

- 1 ∃ m
M
∗ M

m
- 1= 1- 1= 0, 1- �

f �(�k )
f �( x k )

∋

1-
m
M
∗ M

m
= 0, 故 1- �

f �(�k )
f �( x k )

= 1- �
f �(�k )
f �( x k )

∃ 1- �m
M

= L �.所以有| x k+ 1- x
* | ∃ L�| x k- x

* | � 反复

利用此不等式, 便有| x k+ 1- x
*
| ∃ L

k+ 1
� | x 0- x

*
| .

由于 0< �∃ m
M

,
m
M

> 0,因此 0 ∃ L �= 1- �
m
M

< 1,令上式中 k ( ) 便得lim
k ( )

x k= x
*
. 即由式(6)产生
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的迭代序列{ x k }收敛于方程 f ( x ) = 0在[ a, b]上的唯一解 x
*
,且有误差估计式为

| x k - x
*

| ∃ L
k
� | x 0 - x

*
| ∃ L

k
�( b- a) , � � L �= 1 - �m

M
.

2 � 数值例子

对于函数 f ( x )= 9
25

( x- 3) 5/ 3+ 1
3
x

3 - 3x 2+ 16x- 30, x % [ 1, 4] ,由于 f !( x ) = 2

5
3

x - 3
+ 2x - 6,

因此 f ( x )在 x= 3处的二阶导数不存在.并且 f !( x )< 0, x % [ 1, 3) ; f!( x )> 0, x % (3, 4] ,可见对此函数

来说,文[ 2]中的 New ton迭代法收敛性定理不能使用.

现用本文定理来判别� 经计算有( ∀) f (1) f (4)< 0. 因 f �( x )= 3
5
( x- 3)

2/ 3
+ x

2
- 6x+ 16,可求得

0< m= 7 ∃ f�( x ) ∃ 11+ 0. 6
3

4 < 12= M, x % [ 1, 4] . 即条件( #)满足. 由定理 1知, 对任意满足条件

( &)的初值 x 0 ,由 New ton迭代式产生的迭代序列{ x k }收敛于该函数方程 f ( x )= 0在[ 1, 4]上的唯一

解 x
*
.事实上,其解 x

* = 3,由前面关于初值条件分析,因为b+ a
2

= 4+ 1
2

= 2. 5< 3= x
*
.所以 2= x

* -

( b- x
*
) ∃ x 0 ∃ b= 4, 即任取 x 0 % [ 2, 4]便满足初值条件( &) .由此可见初值 x 0 的选取范围是很广的.

因为 L = M
m
- 1= 12

7
- 1= 5

7
, b- a= 4- 1= 3, 所以有| x k- x 0 | ∃ (

5
7
)

k | x 0 - x
* | ∃ 3( 5

7
)

k
. 又因为

m
M

=
7
12

,若取下山因子 �( 0< �∃ 7
12

) , 则由定理 2知对任意初值 x 0 % [ 1, 4] , 由 New ton 下山迭代格式

x k+ 1= x k- �
f ( x k )
f�( x k )

( k= 0, 1, 2,  )产生的迭代序列{ x k }收敛于该函数方程 f ( x ) = 0 在[ 1, 4]上的唯一

解 x
*
,且有误差估计式| x k- x

* | ∃ (1-
7
12
�) k

( b- a) = 3( 1-
7
12
�) k

.当取 �=
7
12
时, 便可得到误差估计

式 | x k- x
* | ∃ 3( 95

144
)

k< 3 + 0. 66k
.
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The Convergence of the Newton Iteration

CHEN Heng�x in

( Sch ool of Mathemat ics S ciences, H uaqiao University, Quan zhou 362021, Ch ina)

Abstract: � In this paper, some new theor ems o f converg ence of the Newton iterat ion and New ton descent method in lar�

ger conver gence domain ar e int roduced, and the expr essions o f er ro r estimate about these tw o iter ations are presented. I t

is required that ther e only ex ist one order deriv ate but not tw o o rder der ivate for the funct ion f ( x ) to discriminat e the

converg ence of the Newton iteration in the t heo rem. T he ruslts are tested and verified by the numerical examples.
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