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C
n 空间中具有非光滑边界强拟凸域上

Koppelman�Leray�Norguet公式的拓广式
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2
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摘要: � 利用 Laurent�Thiebaut 等引进的 �K 流形,构造拓广的 B�M ( Bochner�Matinelli)新核,探究 Cn 空间中

具有非光滑边界强拟凸域上 Koppelman�Leray�Norguet公式的拓广式和��方程的连续解. 其结果的特点是不

含边界积分,从而避免了边界积分的复杂估计.
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早在 1831年, Cauchy 发现了以其名字命名的 Cauchy 积分公式,数学家就认识到积分表示在复分

析中的重要性. 自从 20世纪 70年代 Henkin[ 1�2]和 Grauer t等[ 3]分别得到了 C
n 空间中强拟凸域的��方

程的解的积分公式后,多复变数的积分表示方法迅速发展起来, 成为多元复分析的主要方法之一,它的

主要优点是如单变数的 Cauchy 积分公式一样便于估计. Koppelman [ 4]于 1967 年得到了 C
n 空间中(0,

q)型微分形式的 Koppelman 公式.有关 C
n 空间中( 0, q)型微分形式的积分表示理论取得一些成果[ 5�8]

,

姜永
[ 9]
得到 C

n
空间中具有逐块光滑边界有界域上连续有界(0, q)型微分形式的一种抽象的积分表示和

��方程的连续解.本文在此基础上利用 Laur ent�T hiebaut等
[ 10]
引进的 �K 流形,构造拓广的 B�M 新核,

研究了 C
n
空间中具有非光滑边界强拟凸域上 Koppelman�Leray�Norguet公式,得到其拓广式和��方程

的连续解.文中所采用的记号与文[ 10�12]同.

1 � 基本知识和引理

设 D  Cn
具有非光滑边界强拟凸域, �k 为 S k 的某一邻域  k 的强多次调和C

2
函数, 使得

D �  k = { z   k : �k ( z ) < 0} , � � k = 1, 2, !, N .

S1 , !, SN 恰构成D 的边界, 记 N (�k )= { z  Uk : �k ( z )= 0} ( k= 1, !, N ) . 设 N ( �k )   U k ( k= 1, !,

N ) ,因此,可以用  k   Uk 来记N (�k )的邻域. 由文[ 5]中的定理 4. 8. 3和引理 4. 8. 2,并假设经过适当

放缩  k , 可以找到常数 !> 0, ∀> 0, 以及定义在 z  D ∀  k ,#  k , C1 的函数 ∃k ( z , #) 和 ∃k ( z , #)满足下

列条件.

( #) ∃k ( z , #) , ∃k ( z , #)关于 z  D ∀ k 全纯,关于 #是C
1 连续的.

( ∃) 当 z  D ∀ k, #  k ,且| z- #| %!时,有

∃k ( z , #) & 0, � � ∃k ( z , #) & 0; (1)

当 z  D ∀  k , #  k , 且 | z- #| ∋ !时,有

| ∃k ( z , #) | % ∀( �k (#) - �k ( z ) + | z - #| 2
) , (2)
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| !∃k ( z , #) | % ∀(- �k (#) - �k ( z ) + | z - #| ] 2 )∀ (3)

对每个 z   k 有

∃k ( z , z ) = 0. (4)

� � ( () 当 # N ( �k ) , z  D ∀  k时, 有

∃k ( z , #) = ∃k ( z ,#) . (5)

� � 由文[ 5]中推论 4. 9. 4并适当放缩  k , 可找到 T
*
( C

n
)值 C

1 映射 s
*
k ( z ,#)满足下列条件.

( )) s*k ( z ,#)  T *
z ( C

n
) , z  D ∀  k , #  k , k= 1, !, N.

( ∗) s*k ( z ,#)关于 z  D ∀  k 全纯, k= 1, !, N .

( + ) ∃k ( z , #) = ,s*k ( z ,#) , #- z−, z  D ∀  k ,#  k , k= 1, !, N .

对在 D . SK . %0, K的某一邻域#D .M . %0, K的所有使得,s*k ( z ,#) ,#- z−&0的( z , #) , 定义

E
( m)
∀ = &0 g ( m)∀ + ∃

k K
&k
P

( k)
∀ (#, z )
∃k (#, z )

, � � ∀= 1, 2, !, k, n∀

上式中, g ( m)∀ =
(#∀- z ∀) | #∀- z ∀|

m- 2

∃
n

j = 1
| #j - z j | m

, m= 2, 3, !.

当#固定时, P ( k)
∀ 关于 z  D 全纯;而当 z 固定时, P

( k)
∀ 关于# �D 连续,且满足

∃k ( z , #) = ∃
n

∀= 1

P
( k)
∀ ( z ,#) (#∀- z ∀) , � � z  D ∀  k , � #  k , � k = 1, !, N . (6)

由 s
*
k 的性质可知,映射( z , #, &) �/E ( m)

∀ 在D . �D . %的某一邻域#D .M . %上,定义了一个 C
1 函数.

由微分式 ∋( E ( m)
) =

( n- 1) !
( 2(i) n

( ∃
n

k = 1
(- 1) k- 1

E
( m)
k �E ( m)

1 0 !0 [ k] 0 !0�E ( m)
n } 0d#在 D . �D . %的某一

邻域 #D . M . %上是连续的,其中, � = d&+ �#+ �z , 符号[ k ]表示第 k 项缺失. 对于 C
n 中具有逐块 C

1

边界的强拟凸域,文[ 9]证明了下述结论.

引理1
[ 2] � 设f 为一具有逐块C1光滑边界的强拟凸域D  Cn上的( 0, q)型微分形式, f  C ( 0, q) ( D) ,

�f 也在D 连续, 1 ∋ q ∋ n,那么有

(- 1)
q
f ( z ) = � z [ ∃

| K | ∋ n- q
(- 1)

| K |1S
K

.%
0, K

f (#) 0 ∋( E
( m)
) +1D. %

0

f (#) 0 )
( m)
(#- z , #- z ) -

[ ∃
| K| ∋ n- q

(- 1) | K|1S
K

. %
0, K

�#f (#) 0 ∋( E ( m)
) +1D . %

0

�#f (#) 0 )( m) (#- z ,#- z ) ] . (7)

上式中, )( m) (#- z , #- z )=
( n- 1) !
(2(i ) n

(
m
2
)
n- 1

[
%
n

j = 1
| #j - z j | m- 2 ∃

n

∀= 1
( - 1) ∀- 1

(#∀- z ∀) d#| ∀| 0d#

[ ∃
n

j = 1
| #j - z j |

m
]
n

] , 可称为拓广

的 B�M 核, 且 m= 2, 3, !, P , P< + 2 ;而当 m= 2时, 则变为通常的 B�M 核.

对 K = ( k1 , !, kl )  P (N ) ,定义: 若 k1 , !, kl 两两不同, U
K
D
: = {# UD : �k

1
(#) = != �k

l
(#) } ;否

则, U
K
D
: = 0.

由局部 q �凸楔形的定义[ 10] 可知, U
K
D
为一个闭的C

2 子流形.记定义在 U
K
D
上的函数�K满足

�K (#) = �k
r
(#) , � � # U

K
D
, � r = 1, !, l.

� � 对于 K  P (N ) ,定义

�K = {# U
K
D
: �j (#) ∋ �K (#) ∋ 0, j = 1, !, N } ,

则不难验证 �K 为 D 的C
2
子流形,具有逐块 C

2
边界,而且有

D = �1 ∀ ! ∀ �N , � � � �K = SK ∀ �K
1

∀ ! ∀ �K
N
, � � K  P (N ) .

� � 选择 �K 的方向,使得定向关于 K 的分量是斜对称的,且 �1 , !, �N 具有C
n 的定向.若 K  P (N ) ,

460 华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版) � � � � � � � � � � � � � � 2008 年



1 ∋ j ∋ N , j & K ,则 �Kj的定向与 - � �K的定向是一致.

引理 2
[ 10] � ∃

K  P3( N )
(- 1) | K| �( �K . %0, K )= D . %0+ ∃

K  P3( N )
(- 1) | K |

S K . %0, K - ∃
K  P3( N )

�K . %K .

� � 选取∗k  C
2
0 ( k ) , k= 1, !, N ,使得在N (�k )的某邻域上 ∗k (#)= 1. 由式( 1) , (3)可推出, 对每个z  

D,存在 N ( �k )的邻域 V k # k , 使得对# (D � k ) ∀ V k有 ∃ k ( z , #) & 0 . 因为 supp ∗k    k ,所以对每

一固定的 z  D,映射 ∗k (#) s
*
k ( z , #) / ∃k ( z ,#) 关于 # D ∀ V k 是C

1
的.令

t
( m)
∀ = &0g ( m)∀ + ∃

k  K
&k ∗

k (#) s
*
k ( z ,#)

∃k ( z , #)
, (8)

则其微分形式 ∋( t
( m)
) =

( n- 1) !
( 2(i)

n ( ∃
n

k= 1
(- 1)

k- 1
t
( m)
k �t ( m)1 0 !0 [ k] 0 !0�t( m)n 0d#在D . �D . %的某一

邻域 #D . M . %上是连续的.记 Q( t
( m)
) : = � ∋( t( m) ) ,由此可得

引理 3
[ 12] � d#, &[ f (#) 0 ∋( t ( m) ) ] = �#f (#) 0 ∋( t( m) )+ ( - 1) qf (#) 0 Q( t

( m)
) - �z [ f (#) 0 ∋( t( m) ) ] .

引理 4
[ 12] � ∋( E ( m)

) | %
0
= ∋( t

( m)
) | %

0
= )

( m)
(#- z , #- z ) .

引理 5 � 如果 #  �D , 则 ∋( E
( m)
)= ∋( t

( m)
) .

证明 � 若 # �D ,则 ∗k (#)= 1, ∃k ( z ,#) = ∃k ( z , #) , 从而
∗(#) s*k ( z ,#)

∃k ( z , #)
=
s
*
k ( z ,#)
∃k ( z ,#)

. 故由式(7)可以

得到 E
( m)

| # �D= t
( m)

| # �D .于是, ∋( E
( m)
) | # �D= ∋( t

( m)
) | # �D ,引理 5成立.

引理 6 � 当 z  D 时,对 D 上连续有界(0, q)形式 f 有(1)1�
K

. %
K

f (#) 0 ∋( t( m) ) = 0, q & 1; (2)

� z1�
K . %K

f (#) 0 ∋( t
( m)
) = 0.

证明 � 若 (#,&)  �K . %K , t( m) = ∃
k  K
&k∗k s*k ( z , #) / ∃k ( z ,#) ,由于 s

*
k ( z , #) , ∃k ( z , #) , ( k= 1, !, N )

关于 z 全纯, ∋( t( m) ) | ( #, &)  �
K

. %
K
中关于�z 是 0次的, 故 f (#) 0∋( t ( m) )中关于#与&的次数和是 2n+ 1-

q. dimR ( �K . %K )= 2n∀ 如果 q & 1,那么引理 6的形式(1)中的积分一定为零.

由于 s
*
k ( z ,#) , ∃k ( z , #) ( k= 1, !, N ) 关于 z 全纯, 引理 6的形式(2)成立,则引理 6成立.

2 � 定理及证明

定理 1 � 假设 D  Cn 是具有非光滑边界的强拟凸域, 并且 D 具有全纯支撑函数 ∃ k ( z , #) , ∃k ( z , #) ,

( k= 1, !, N ) ,满足式(1)~ (5)和条件( + ) , f  C ( 0, q) (D) ,�f 也在 D 连续, 1 ∋ q ∋ n,那么

f ( z ) = ∃
| K | ∋ n- q

(- 1) | K |1�
K

.%
0, K

�#f (#) 0 Q0, q ( t
( m)
) +

∃
| K | ∋ n- q+ 1

(- 1) | K | � z1�
K

. %
0, K

f (#) 0 Q0, q- 1( t
( m)
) , � � z  D. (9)

� � 证明 � 不妨先证明特殊情况. 设当# �D, d�k (#) & 0, ( k= 1, !, N ) , 而且 f , � f 在D 上连续.在

∃
K  P3( N )

(- 1) | K | �K . %0, K上对微分形式 f (#) 0 ∋0, q- 1 ( t
( m)
)运用 Stokes公式得

� ∃
K  P3( N )

(- 1) | K| 1�
K

. %
0, K

d#, &[ f (#) 0 ∋0, q- 1( t
( m)
) ] = ∃

K  P3( N )
(- 1) | K | 1�( �

K
. %

0, K
) f (#) 0 ∋0, q- 1( t

( m)
) .

由引理 2, 3 有

∃
K  P3( N )

(- 1) | K |1�
K

. %
0, K

�#f (#) 0 ∋0, q- 1 ( t
( m)
) + (- 1) q ∃

K  P3( N )
(- 1) | K |1�

K
.%

0, K

f (#) 0 Q0, q- 1 ( t
( m)
) +

∃
K  P3( N )

(- 1)
| K | � z1�

K
. %

0, K

f (#) 0 ∋0, q- 2( t
( m)
) = 1D. %

0

f (#) 0 ∋0, q- 1( t
( m)
) +

∃
K  P3( N )

(- 1)
| K |1S

K
.%

0, K

f (#) 0 ∋0, q- 1( t
( m)
) - ∃

K  P3( N )1�
K

. %
0, K

f (#) 0 ∋0, q- 1( t
( m)
) .

于是有

∃
K  P3( N )

(- 1) | K |1�
K

.%
0, K

f (#) 0 Q0, q- 1 ( t
( m)
) = (- 1) q [1D . %

0

f (#) 0 ∋0, q- 1( t
( m)
) +
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∃
K  P3( N )

(- 1) | K |1SK .%0, K
f (#) 0 ∋p, q- 1( t

( m)
) ] +

(- 1) q+ 1
[ ∃
K  P3( N )

(- 1) | K | � z1�
K

. %
0, K

f (#) 0 ∋0, q- 2( t
( m)
) +

∃
K  P3( N )1�

K
. %

K

f (#) 0 ∋0, q- 1 ( t
( m)
) + ∃

K  P3( N )
(- 1)

| K |1�
K

.%
0, K

�#f (#) 0 ∋0, q- 1( t
( m)
) ] . (10)

用� z 作用式( 10)两边, 可得到

∃
K  P3( N)

(- 1) | K| � z1�
K

.%
0, K

f (#) 0 Q0, q- 1 ( t
( m)
) = (- 1) q� z [1D. %

0

f (#) 0 ∋0, q- 1( t
( m)
) +

∃
K  P3( N )

(- 1) | K |1S
K

. %
0, K

f (#) 0 ∋0, q- 1( t
( m)
) ] + (- 1) q+ 1�z [ ∃

K  P3( N )1�
K

. %
K

f (#) 0 ∋0, q- 1 ( t
( m)
) +

∃
K  P3( N )

(- 1)
| K |1�

K
. %

0, K

�#f (#) 0 ∋0, q- 1 ( t
( m)
) ] . (11)

在式(10)中用�#f (#)代换 f (#) ,可得到

∃
K  P3( N )

(- 1) | K|1�
K

. %
0, K

�#f (#) 0 Q0, q ( t
( m)
) = (- 1) q+ 1

[1D .%
0

�#f (#) 0 ∋0, q ( t( m) ) +

∃
K  P3( N )

(- 1)
| K |1S

K
. %

0, K

�#f (#) 0 ∋0, q( t
( m)
) ] +

(- 1) q [ ∃
K  P3( N )

(- 1) | K| � z1�K .%0, K
�#f (#) 0 ∋0, q- 1( t

( m)
) + ∃

K  P3( N )1�K . %K
�#f (#) 0 ∋0, q( t

( m)
) ] . (12)

由 q%1及引理 6可知

1�
K

. %
K

�#f (#) 0 ∋( t( m) ) = 0,

� z1�
K

.%
K

f (#) 0 ∋( t
( m)
) = 0.

把式(11) , (12)相加可以得到

∃
K  P3( N )

(- 1) | K |1�
K

. %
0, K

�#f (#) 0 Q 0, q ( t
( m)
) + ∃

K  P3( N )
(- 1) | K | � z1�

K
. %

0, K

f (#) 0 Q0, q- 1( t
( m)
) =

(- 1)
q� z [1D. %

0

f (#) 0 ∋0, q- 1( t
( m)
) + ∃

K  P3( N )
(- 1)

| K|1S
K

. %
0, K

f (#) 0 ∋0, q- 1( t
( m)
) ] +

(- 1) q+ 1
[1D. %0

�#f (#) 0 ∋0, q ( t ( m) ) + ∃
K  P3( N )

(- 1) | K |1S K . %0, K
�#f (#) 0 ∋0, q ( t( m) ) ] . (13)

另外,由引理 4, 5 可知

∋( E
( m)
) | %0 = ∋( t

( m)
) | %0 = )

( m)
(#- z , #- z ) ,

∋( E ( m)
) | # �D = ∋( t( m) ) | # �D .

当| K | > n- q时, dimRS K = 2n- | K | < n+ q,而 f (#) 0 ∋0, q- 1关于#的次数% n+ q, 故有

1S
K

. %
0, K

f (#) 0 ∋0, q- 1 = 0, � � | K | > n - q. (14)

同理可得

1S
K

. %
0, K

�#f (#) 0 ∋0, q = 0, � � | K | > n - q- 1, (15)

1�
K

. %
0, K

�#f (#) 0 Q 0, q- 1 = 0, � � | K | > n - q+ 1, (16)

1�K . %0, K
�#f (#) 0 Q0, q = 0, � � | K | > n - q. (17)

由式(13) ~ (17)及 Koppelman�Leray�Norguet 公式的拓广式(引理 1)可知,式(9)在 d�k (#) &0, # �D
时成立.其次, 考虑一般情况, 即不假设当# �D时,有 d�( k) &0, k= 1, !, N . 在这种情况下,可以通过

考虑一列无限逼近 D 的强拟凸域D v 来证明定理,而本节所有的构造关于 v 都是一致收敛的.由此,定

理 1的可证.

由定理 1,只要做适当假设即可得
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推论 1 � 在定理 1条件下,若 f  C ( 0, q) (D) , �f = 0, 1 ∋ q ∋ n,则有

g ( z ) = ∃
| K | ∋ n- q+ 1

(- 1) | K |1�
K

. %
0, K

f (#) 0 Q 0, q- 1( t
( m)
) ,

是 D上�g= f 的连续解.
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Extension Formula of Koppelman�Leray�Norguet Formula

on a Strictly Pseudoconvex Domain with

Non�Smooth Boundary in Cn Space

LI Zhi�w ei
1
, CHEN T e�qing2

( 1. Department of Math emat ics, Quanzhou Normal University, Quanzhou 362000, China;

2. School of Math emat ical S cien ce, Xiamen University, Xiamen 361005, C hina)

Abstract: � By meams of �K manifo lds intr oduced by Laurent�T hiebaut, et al, w e constr ucted ex tend B�M ( Bochner�Mati�

nelli) kernel to study ex tension fo rmula o f Koppelman�Leray�Norguet formula and obtained a continuous solutions of ��e�

quat ion on a strictly pseudoconvex domain w ith non�smoo th boundar y in Cn space. Our method does no t involve integr al on

bounda ry t hat can avo id t he complex it y estimations o f the boundar y integ rals.

Keywords: � str ictly pseudoconvex domain; non�smooth boundar y; Koppelman�Leray�Norguet fo rmula; extension formu�

la; ��equation
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