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Riccati方程的可积性判据

伍锦棠, 罗明福

(华侨大学 数学科学学院, 福建泉州 362021)

摘要 :  研究黎卡提( Riccati)方程 yc= p ( x ) y 2 + q( x ) y+ r( x )的可积性判据.通过找出 p ( x ) , q( x ) , r ( x )间满

足的一些关系式, 找到方程可积的充分条件, 并给出方程通解的积分表达式. 最后,通过实例进行验证.
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Riccati型方程 yc= p ( x ) y
2
+ q( x ) y+ r ( x )在一般情况下是不可积的. 1841年, 数学家 Liouville证

明最简单的一阶线性微分方程 yc= x
2
+ y

2
是不可积的1 这是 p ( x ) = 1, q ( x ) = 0, r( x ) = x

2
时 Riccat i

型方程的特殊情况. 本文在文[ 1-5]的基础上,通过引入新的变量,经过一系列的变换,将 Riccat i型方程

变换为变量可分离方程或伯努利( Bernoulli)方程后进行求解.

1  主要结果

为方便起见,除特别标准外,文中 p , q, r, z , u都是 x 的可微函数,即 p ( x ) , q( x ) , r( x ) , z ( x ) , u( x ) ,

而 / Q0 表示被积函数的任一个确定的原函数.

  定理 1  若函数 p , q, r 满足条件 r / p = - ( exp(Qqdx ) ) 2
, 则 Riccat i型方程可积,且通积分为

y = [ ex p(Qqdx ) ( 1+ Cex p( 2Qp ex pQqdxdx ) ] / [ 1- Cexp(2QpexpQqdx dx ) ] .

  定理 2  若函数 p , q, r 满足 r / p = - ex p( 2Qqdx ) , 则 Riccat i型方程可积且通积分为

y = [ ex p(Q(2pexpQqdx ) + q)dx )Qp ex p(Q2p ex pQqdx + q) dx )dx ] - 1
+ exp(Qqdx ) .

  定理 3  若函数 p , r 满足 p = - 2r/ (Qrdx ) 2
, 则方程

yc = p ex p(Q- qdx ) y
2
+ qy + r ex pQqdx (1)

可积,且其通积分为 y = expQqdx (
M

C - QpM dx
-Qrdx ) ,其中 M = exp[- Q(2pQrdx )dx ] .

定理 4  若函数 p , q, r 满足 qexpQqdx = rQp dx , 则方程

f c( y ) dy
dx

= p f ( y )
2
+ qf ( y ) + r exp(Q- qdx ) (2)

可积,且其通积分为

f ( y ) = (Qrdx + C) / [ ex pQqdx - Qp dx (Qrdx + C) ] .
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2  定理的证明

2. 1  定理 1的证明

引入变换 y= Eu, u为 x 的连续可微函数, 而 E = expQqdx , 则 yc= Ecu + Euc. 把 y, yc代入Riccat i

型方程可得 uc= pE( u
2+ r

p E
2) .经化简, uc= p E( u

2- 1) ,此为变量可分离的方程,积分后代入 u = y / E,

得( y - E ) / ( y + E ) = Cex p(2QpE dx ) , 把 E = ex pQqdx 代入并整理,可得原方程的通积分为

y = [ ex p(Qqdx ) ( 1+ Cex p[ 2Qp ex pQqdx ] dx ] / [ 1- Cexp(2QpexpQqdx dx ) ] .

定理 1结论成立.

2. 2  定理 2的证明

令 y = u + expQqdx , 则 yc = uc+ qexpQqdx , 把 y , yc代入 Riccati型方程,可得

uc+ qexpQqdx = p ( u
2
+ 2uex pQqdx + ex p(2Qqdx ) ) + q( u + expQqdx ) + r.

简为 uc= pu
2
+ (2pexpQqdx + q) u.此为 n = 2的伯努利方程, 易得解为 u

- 1
= ex p[- Q(2pexpQqdx +

q)dx ] { C - Qp ex p[Q(2p ex pQqdx + q) dx ] } . 故原方程的通积分为

y = ex p[Q(2qex pQqdx + q)dx ] [ C - Qpexp[Q(2pexpQqdx + q)dx ] dx ]
- 1

+ ex pQqdx ,

定理 2结论成立.

注:定理 1与定理 2对同一方程,在相同条件下,采用不同变量替换化为不同可积类型后求解1
2. 3  定理 3的证明

引理  若函数 p , q, r 满足条件( q/ p )c= - r, 则 Riccat i型方程可积且通积分为

y = [ ( ex pQ- qdx ) / ( C - Qpex p(- Qqdx ) dx ) ] - q/ p .

  证明  将( q/ p )c= - r ,代入 Riccat i型方程后, 整理可得( y+ q/ p )c= p y ( y+ q/ p ) . 令 u= y+ q/ p ,

化简为 uc= p u
2- qu.此为 n= 2的伯努利方程,易得其解为 u

- 1
= ex pQqdx [ C-Qpex p(-Qqdx )dx ] , 故

y = u - q/ p = ex p(Q- qdx ) / ( C - Qp ex p(- Qqdx )dx ) - q/ p .引理结论成立.

定理 3的证明用常数变易法. 先解方程 yc= qy + r ex pQqdx , 容易解得 y = ex pQqdx (Qrdx + C) .令

上式中的 C 为C( x ) , 并关于 x 求导,可得 yc = qex pQqdx (Qrdx + C( x ) ) + expQqdx ( r + Cc( x ) ) . 把 y,

yc代入方程(1)后整理得 Cc( x )= pC
2
( x )+ 2pQrdxC ( x )+ p (Qrdx )

2
. 将上式记为 Cc= p

*
C

2
+ q

*
C+

r
*
, 由已知条件 p = - 2r / (Qrdx )

2
, 可得( q

*
/ p

*
)c = - r

*
. 故由引理得 C( x ) = M/ ( C- QpM dx ) -

2Qrdx , 其中 M = ex p(- 2pQrdx ) . 从而方程(1)的通积分为 y= expQqdx ( M/ ( C- Qp Mdx )- Qrdx ) .定

理 3结论成立.

2. 4  定理 4的证明

先求解方程 f c( y ) dy
dx

= p f ( y )
2
, 此为变量可分离的方程, 容易求得 f ( y ) = 1/ ( C -Qpdx ) .令 C为

C( x ) , 并关于 x 求导,得 f c( y ) dy
dx

=
- Cc( x ) + p

( C( x )- Qpdx ) 2 .把上述两式代入式(2)得

Cc( x ) = - r exp(Q- qdx )C
2
( x ) +
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( 2rex p(Q- qdx )Qpdx - q)C( x ) + ( q- r ex p(Q- qdx )Qp dx )Qpdx ,

由已知条件 qexpQqdx = rQp dx , 化简上式为Cc( x ) = - r ex p(Q- qdx )C
2
( x ) + qC( x ) . 此为 n= 2的伯

努利方程, 可解得 C( x ) = ex pQqdx / (Qrdx + C) , 故方程(3)的通积分为

f ( y ) = 1/ ( C( x ) - Qp dx ) = (Qrdx + C) / [ ex pQqdx - Qpdx (Qrdx + C) ] .

定理 4结论成立.

3  应用

例 1  求解方程 yc= xy
2+

1
x
y - x

3
.

解  此方程中, p= x , q= 1
x
, r= - x

3
,满足定理 1的条件 r/ p = - ( expQqdx ) 2

, 可得方程的通解为

y =
expQ(

1
x

)dx ( 1+ Cexp[ 2Qx ex pQ(
1
x
) dx dx ] )

1- Cexp[ 2Qxex pQ(
1
x
) dx dx ]

=
x (1+ Cexp 2x 3

3
)

1- Cexp 2x
3

3

.

  例 2  求解方程 yc=
- 2
x

3 ex p [ - (
1
3
x

3
+ x ) ] y

2
+ ( x

2
+ 1) y+ 4x ex p(

1
3
x

3
+ x )

解  此方程中 p= - 2/ x 3
, r= 4x ,满足定理 3的条件 p = - 2r/ (Qrdx ) 2

, 故方程可积且通积分为

y = exp( 1
3
x

3
+ x ) [- 2x 2

+ x
8
/ ( C + x

6
/ 3) ] .

4  结束语

本文利用初等方法, 研究了一类方程的可积性问题,得到方程可积的若干充分判据,为将来进一步

研究方程可积性打下基础.
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Integrable Criterion of Riccati Equation

WU Jin- tang, LUO M ing- fu

( Sch ool of M athemat ics S ciences, H uaqiao University, Quan zhou 362021, Ch ina)

Abstract:  In this paper, we study the integr able criter io n o f Riccati equatio n. By finding the relations among funct ions

p ( x ) , q( x ) and r( x ) , we get so me practical integ rable sufficient conditions and o btain the integ ral ex pr essions for these e-

quat ionsc general so lutio n. Finally , some ex amples are g iven to v erify our conclusio n.
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