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Salagean类单叶调和函数的特征
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摘要: � 研究由 Salagean 定义的函数族 SH ( m, n;�)及其子族 �SH ( m, n;�) , 得到 SH ( m, n;�)类的子族 S HK ( m,

n;�)具有拟共形映照的性质. 同时,研究 �S H ( m, n;�)函数类的凸像性质. 对 Salagena函数类的偏差定理、拟共

形性质及凸像区域性质做进一步的研究,改进 Yalcin 得到的一些结果.

关键词: � 拟共形映照; 调和拟共形映照; 单叶调和函数; 凸像

中图分类号: � O 174. 55 文献标识码: � A

Clunie等[ 1]研究了单叶调和函数,得到不少类似于单叶函数的性质, 如偏差定理、Blo ch 常数、凸性

区域等.对单叶调和函数的研究,一方面,可以看成是研究单叶函数的推广,另一方面又与调和拟共形映

照有密切的联系.最近,在这方面的研究相当活跃,文[ 2�4]的结果是很有说服力的.区域 D 上的复值连

续函数 f ( z ) = u( x , y ) + iv( x , y )是调和的,意指 u( x , y )和 v ( x , y )在 D 内皆是调和的. 当 D 为任何单

连通区域时, f ( z )可表示为 f ( z ) = h( z ) + g( z ) ,其中 h( z ) , g ( z )是 D 上的解析函数.用 S H 表示单位圆

盘 U= { z �z | < 1}内调和, 且满足正规化条件 f (0) = 0, f z ( 0) = 1的单叶函数族,那么对 f = h+ �g  

SH , 解析函数 h和 g 可表示为

h( z ) = z + �
!

k= 2
ak z

k
, � � g( z ) = �

!

k= 1
bkz

k
, � � | b1 | < 1, � z  U. (1)

为进一步研究 SH 类的几何性质, Salag ean
[ 5]
引入作用于具有式(1)的调和函数的微分算子,即
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在式(2)中, D
m
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k
.对 0 ∀ �< 1, m  N = { 1, 2, 3, #} , n  N 0= {0,

1, 2, #} , m> n, 用 SH (m, n; �)表示. f ( z )是由式( 1)表示的调和函数,满足 Re{
D

m
f ( z )

D
n
f ( z )

} > �. 用 �SH (m,

n; �)表示 SH (m, n; �)的子族, f m= h+ �gm  �SH (m, n; �) , h和g m 可表示为

h = z - �
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k= 2
akz

k
, � � g m = (- 1)

m- 1
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bk z

k
, � � ak , bk ∃ 0. (3)

最近, Yalcin[ 6] 对函数族 SH (m, n; �)及其子类 �SH (m, n; �)做了进一步深入的研究, 证明了 SH ( m, n; �)

类的单叶性问题. 并对 �SH ( m, n; �)类的偏差定理、极值点的条件以及凸像区域等问题进行了系统地研

究.本文将进一步研究 SH (m, n; �) , �SH (m, n; �)两类函数族的性质,改进文[ 6]的一些结果.

1 � 主要结果及其证明

定理 1
[ 6] � 设 f = h+ �g 为具有形式(1)的调和函数,满足

�
!

k= 1
(
k
m
- �k n

1- �
| ak | +

k
m
- (- 1) m- n�k n

1 - �
| bk | ) ∀ 2, (4)

� 收稿日期: � 2007�07�03

� 作者简介: � 吴瑞溢( 1982�) , 男; 通讯作者: 黄心中( 1957�) , 男,教授, 主要从事函数论的研究 E�mail: huangx z@ hqu.

edu. cn.

� 基金项目: � 福建省自然科学基金资助项目( Z0511025)



其中, a1= 1, m  N , n  N 0 , 0 ∀ �< 1, f 在 U内保向单叶调和且 f  S H (m , n; �) .

定理 2
[ 6] � 设 f m = h+ �g m, 可表示为式(3)的形式,即 f m  �SH (m, n; �) .当且仅当

�
!
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m
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) ak + ( k
m
- (- 1) m- n�k n

) bk ] ∀ 2(1 - �) . (5)

关于 �SH (m, n; �)类的偏差定理, Yalcin 得到

定理 3
[ 6] � 设 f m  �S H ( m, n; �) , 对| z | = r< 1,有
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� � 先引入拟共形映照的定义: 平面区域  到  %的一个同胚映照 f , 称为区域  上的K �拟共形映照 
如果满足条件: (1) f 在  上是 ACL 的; (2) 对几乎所有的 z   , 满足 Beltram i方程 f !z ( z )= !( z ) &

f z ( z ) ,其中

ess sup
z   

| !( z ) | = k < 1, k = K - 1
K + 1

.

对于具有式(1)的调和函数类,引进SHK (m, n; �)为满足 f ( z )  SHK ( m, n; �)条件式(4) ,得到 SHK ( m, n;

�)函数族的拟共形性质.

定理 4 � 若 f = h+ �g  SHK ( m, n; �) ,则除 n= 0, m= 1, �= 0外, f 为 K. q. c.映照.

证明 � 当 n= 0, m= 1, �= 0时,取 f 0= z + 1
2
z

- 2
,由定义有 f 0  SHK (1, 0; 0) , 此时 f 0 不是 K. q. c.

映照.说明 S HK (1, 0; 0)并非完全 K. q. c. .

由定理 1知 SHK (m, n; �)函数类是单叶调和函数,下面证明其拟共形映照性质.

当 n∋ 0时,由
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则由式(6) , (7)得
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因此,有

0 < A( m, n; �) < 1, � � m ∋ 1, n ∋ 0, �∋ 0. (9)

由式(4)可得
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故除 n= 0, m= 1, �= 0外, 1- (1- | b1 | ) (1- A( m, n; �) )为严格小于 1的常数,从而 f 为 K. q. c.映照.

当取 f = z + | b1 | !z +
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时(12)式的估计是精确的.

Yalcin[ 6]考虑了 SHK (m, n; �)类的凸像区域性质,证明了的结果为

定理 5
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上凸像.

下面我们改进了定理 5的结果,得到

定理 6 � 若 f  �S H (m, n; �) ,则除 n= 0, m= 1外, f m( U)是凸像的.
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故当 n ∋0, m ∋1时, 由式(13) , (14)得
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故当 f  �SH (m, n; �) , n ∋0且 m ∋ 1时,由定理 2及式(15)得

�
!

k= 2
k

2
( | ak | + | bk | ) ∀ �

!

k= 2

k
m
- �k n

1 - �
| ak | + �

!

k= 2

k
m
- (- 1) m- n�k n

1 - �
| bk | ∀ 1- | b1 | .

310 华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版) � � � � � � � � � � � � � � 2008 年



又因为�SH (m, n; �) ∀ SH , 故当 n∋ 0, m ∋ 1时, f m (U)为凸像.当n= 0, m= 1时,取 f 1= z -
1
2
z

2
,则 f 1  

�S H ( 1, 0; 0) ,但 f 1(U)非凸.

对 �S H ( m, n; �)的偏差定理,定理 3已给出很好的估计,但没有指出精确性.为此,有
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2
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n (1- b1 )

- 2
z , m- 1, m- n为偶数.

证明 � 式( 16)的证明可由定理 3给出,下面主要给出达到等号的函数来.当 m- 1, m- n为偶数时,
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n (1- b1 )= 2(1- �) .因此, 由定理 2可知, f m  �S H ( m, n; �) ,当取 z= r 时,

| f m ( z )- z | = b1 r+ 1- �
2m - �2n (1- b1 ) r

2
,式( 16)可取得等号.
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