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具非线性耗散项的 p�方程组的整体光滑解
陈安全, 郑永树
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摘要: � 研究具非线性耗散项的 p�方程组的初值问题. 在非线性耗散项较弱的假设条件下, 解除了对初值的

C1 �模的小性限制.即对初值的 C0 �模不加小性限制,而需其一阶导数的 C0�模足够小. 运用经典的特征线法
和极值原理,分别得到解的 C0�模估计和偏导数的 C0 �模估计. 根据光滑解的局部存在性定理和先验估计的

结果,利用逐步延拓法, 证明初值问题的整体光滑解的唯一存在性.
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1 � 问题的提出

考虑具非线性耗散项的 p�方程组的初值问题,即
u t + p ( v) x = - f ( u) , � � v t - ux = 0, � � ( t, x ) � R

+  R, (1)

u(0, x ) = u0( x ) , � � v (0, x ) = v 0( x ) , � � x � R. (2)

方程(1)可描述带耗散的一维等熵气体流动, 其中 v 为气流速度( v= 1/�) , �为气体密度, p ( v )为气体压

力, f ( u)为耗散项. 文[ 1]首次研究了 f ( u)为非线性函数,并假设!
1

0
- p∀(�)d�< # , 若 p ( v )为  �

律,它相当于 0<  < 1的情形;另一方面,文[ 1]对初值的 C
0 �模作了小性限制. 本文考虑一般的 p ( v) ,

解除了对初值的 C
0�模的小性假设,而假设其一阶导数适当小. 利用经典的特征线法获得解的模估计,

应用极值原理得到解的 C
0�偏导数的一致估计. 援用 C

1 解的局部存在性定理和先验估计的结果, 证明

了初值问题(1) , (2)的整体光滑解的存在性
[ 2]
.

2 � 主要结果

首先假设方程( 1)满足条件(H 1 ) p ( v) � C2
(0, # ) , p∀( v )< 0, �v � (0, # ) ; (H 2 ) f ( u) � C1

( R) ,

f (0) = 0, f ∀( u) ∃2!, !> 0为常数.因此,方程( 1)的特征值为 ∀= - - p∀( v ) , #= - p∀( v ) . 相应的

Riemann不变量 r= u+  ( v ) , s= u-  ( v) . 其中,  ( v ) = !
v

1
- p∀(�) d�. 在经典解的意义下, 初值

问题(1) , (2) 可化为等价的初值问题,即

r t + ∀r x = - f (
r + s

2
) , � � s t + #sx = - f (

r + s
2

) . (3)

r (0, x ) = r0( x ) , � � s(0, x ) = s0( x ) . (4)

其中, r0 ( x )= u0( x )+  ( v 0( x ) ) , s0 ( x )= u0( x )-  ( v 0( x ) ) . 进一步假设初值满足条件( H 3) u0( x ) ,

v 0( x ) � C1
b ( R) , 且 0< v * % v 0( x ) % v *

,其中 C
1
b ( R)表示 C

1
(R)中的有界集,且

m ax { sup
x
| r 0( x ) | , sup

x
| s0 ( x ) | } < min{-  (0) ,  ( # ) } . (5)
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在上述的假设下,我们得出

定理 � 假设条件(H 1 ) , ( H 2 )和( H 3 )成立, 如果sup
x

| r∀0( x ) | + sup
x

| s∀0 ( x ) | 足够小,则初值问题(1) ,

(2) (等价于式( 3) , ( 4) )在上半平面 t∃0存在唯一的整体光滑解.

3 � 定理的证明

3. 1 � 特征线法及解的 C
0 �模估计

引理 1 � 在假设条件( H 1 ) , ( H 2 )和( H3 )下, 初值问题(3) , (4)在光滑解存在区域内成立! 即
| r ( t, x ) | % M0 , � � | s( t, x ) | % M0 , � � M 0 = max{ sup

x
| r0 ( x ) | , sup

x
| s0( x ) | } . (6)

� � 证明 � 由条件( H 2 ) ,方程组(3)可改写为

dr
d1 t

= -
1
2
f ∀(∃u ) ( r + s) , � � ds

d2 t
= -

1
2
f ∀(∃u ) ( r + s) . (7)

上式中, 0< ∃= ∃( r , s) < 1, f ∀( u) =
df ( u)

du
,

d
d1 t

=
∀
∀t + ∀

∀
∀x ,

d
d2 t

=
∀
∀t + #

∀
∀x . 令 F1 ( t ) = sup

x
f ∀( u( t,

x ) ) , #r= r ex p{ 1
2
!t0 F1(�)d�} , ∃s= s ex p{ 1

2
!t0F 1(�) d�}! 于是,由式(7)可得到

d #r
d1 t

=
1
2
( F1( t) - f ∀( ∃u) ) #r - 1

2
f ∀(∃u)∃s, � � d∃s

d2 t
=

1
2
( F1( t) - f ∀( ∃u) )∃s - 1

2
f ∀(∃u) #r . (8)

又令 h( t) = m ax { sup
x

| #r( t, x ) | , sup
x

| ∃s( t, x ) | } . 设( t , x )为 C
1 �解存在区域内的任意一点,过点( t , x )作 ∀�

特征线和 #�特征线,分别交于 x 轴的点(0, !)和(0, %) ! 沿特征线从 0到 t分别积分式(8) ,可得到

#r ( t, x ) = r0 (!) +!
t

0
{

1
2
( F1 - f ∀(∃u ) ) #r - 1

2
f ∀(∃u)∃s} ( t, x∀( �, !) ) d�,

∃s( t , x ) = s0( %) +!
t

0
{

1
2
( F1 - f ∀(∃u) )∃s - 1

2
f ∀(∃u) #r } ( t , x #( �, %) )d�.

(9)

由于有 f∀( u) ∃2!> 0,则

| ( F1 - f∀( ∃u ) ) #r - f ∀(∃u )∃s | % ( F1 - f ∀( ∃u) ) | #r | + f ∀(∃u) | ∃s | % F1h,

| ( F1 - f∀( ∃u ) )∃s - f ∀(∃u) #r | % ( F1 - f ∀( ∃u) ) | ∃s | + f∀( ∃u ) | #r | % F1h.
(10)

因此,由 M0 的定义和式( 9) , ( 10)可得到

| #r ( t, x ) | % M0 +
1
2!

t

0
F1(�) h(�) d�, � � | ∃s( t , x ) | % M 0 +

1
2!

t

0
F1( �) h(�)d�. (11)

进而得到 h( t) % M 0+ 1
2
!t0F1 (�) h(�)d�! 所以,有 h( t) % M0 exp[ 1

2
!t0 F1(�) h( �) d�] .再由此式和式( 9) ,

可得到| r ( t , x ) | % M0 , | s( t, x ) | % M0 .引理 1证毕.

推论 � 在引理 1 的假设之下,初值问题( 1) , ( 2)在光滑解存在区域内成立, 有

| u( t, x ) | % M0 , � � 0 < V % v( t , x ) % %V. (12)

其中, 0< V< 1, 1< %V< # ,  ( V) =!
V

1
- p∀( �) d�= - M 0 ,  ( %V) =!

%V

1
- p∀( �) d�= M0 .

3. 2 � 极值原理及解的偏导数估计

用文[ 3�5]的极值原理的证法,可以证得如下命题.
命题 � 考虑初值问题

U t + ∀( t, x )U x = A ( t, x ) ( V - U) , � � V t + #( t , x ) V x = B( t, x ) (U - V) , � � ( t, x ) � R
+  R,

U(0, x ) = U0( x ) , � � V (0, x ) = V 0( x ) , � � x � R.

上式中,∀( t , x ) , #( t, x ) , A ( t, x ) , B ( t, x )为有界的连续函数, 而且 A ( t, x ) ∃0, B ( t, x ) ∃0. 如果(U( t,

x ) , V ( t, x ) )为其 C
1 �解,则在其存在区域内成立,有 m % U( t, x ) , V ( t, x ) % M, 且 m= min{ inf

x
U 0( x ) ,

inf
x
V 0( x ) } , M = m ax{ sup

x
U0( x ) , sup

x
V 0 ( x ) } .为简略起见, 这里不重复证明这个命题.

引理 2 � 在引理 1的假设之下,如果

M 1 = sup
x
| r∀0( x ) | + sup

x
| s∀0( x ) | (13)
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足够小, 初值问题(3) , (4)在光滑解的存在区域内成立,有| rx ( t , x ) | % D 1 , | sx ( t, x ) | % D 1! 其中 D 1=

#0M1

#m
, #0= max

v
*

% v % v
#( v ) , #m= min

V % v % %V
#( v ) .

证明 � 由方程 (1)的特征值、Riem ann 变量和式 (3) , 通过直接计算, 易知- ∀r = ∀s = #r = - #s =

p&( v)
4p∀( v ) .

dr x

d1 t
= - #sr

2
x + #sr x s x-

1
2
f ∀( u) r x- 1

2
f ∀( u) sx ,

dsx

d2 t
= - #sr

2
x + #sr x s x -

1
2
f ∀( u) r x -

1
2
f∀( u) sx ,

dv
d1 t

= sx ,
dv
d2 t

= rx ,
d#
d1 t

= - 2#s#sx ,
d#
d2 t

= - 2#s#r x .则由式(13)可得到

dU
d1 t

= (
1
2
f∀( u) + #sr x ) ( V - U) , � � dV

d2 t
= (

1
2
f∀( u) + #ssx ) (U - V) . (14)

先验假设| #sr x | % !
2
, | #ssx | % !

2
.根据假设条件( H2 )及先验假设, 则有

1
2
f ∀( u) + #sr x ∃ !

2
> 0, � � 1

2
f ∀( u) + #ssx ∃ !

2
> 0. (15)

再由式(14) , (15)和命题,可得到| U( t, x ) | , | V( t, x ) | % max{ sup
x

| U(0, x ) | , sup
x

| V( 0, x ) | } .即有

| ( #r x ) ( t, x ) | , | ( #sx ) ( t , x ) | % m ax{ sup
x
| #( v 0 ( x ) ) r∀0( x ) | , sup

x
| #( v 0( x ) ) s∀0 ( x ) | } % #0M1 .

所以有| r x ( t, x ) | , | sx ( t, x ) | % #0M1

#m
= D 1 . 因此, 可以确定往证先验假设是合理的. 事实上, 令 K =

1
4

max
V % v % %V

| p&( v)
- p∀( v) ) 3/ 2 | , 则可得到| ( #sr x ) ( t , x ) | = | ( - p&( v)

4(- p∀( v) ) 3/ 2 #rx ) ( t, x ) | % K #0M1 . 因此, 只要 M1 足

够小,则 K #0M 1 % !/ 2.所以, | ( #sr x ) ( t, x ) | % !/ 2.类似可验证| ( #ss x ) ( t, x ) | % !/ 2,引理 2证毕.

根据经典解的局部存在性定理和引理 1, 2 ,可以得到定理 1 成立.
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The Global Smooth Solutions for the Initial Value

Problem of the Nonlinear Damped p�System

CH EN An�quan, ZH ENG Yong�shu

( Sch ool of M athemat ics S ciences, H uaqiao University, Quan zhou 362021, Ch ina)

Abstract: � We consider the initial value pr oblem for the nonlinear damped p�system. W e pro ve thatit do esn∀t require that

the C0�norm o f the initial data is small, w hile it just needs the C0�no rm of the fir st order deriv ativ e t o be sufficiently

small. U tilizing so me pr ior i estimate, we pro ve he ex istences o f the g lo bal smoo th so lutio n fo r the initial va lue pr oblem.

In or der t o get a prior i estimat e of the so lutio ns, by the classical character istic metho d, w hich is used to g et the prio ri C0�

no rm estimate on the so lutio ns, and by apply ing the max imum principle, w e get unifor mly estimat es on the derivativ es o f

the so lutions w ith respect to x!

Keywords: � no nlinear dissipat ion; p�system; pr ior i estimate; globally smoo th so lutio n
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