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饱和土体中稳态渗流的高效无网格分析

李 � 凌, 王东东

(厦门大学 建筑与土木工程学院, 福建厦门 361005)

摘要: � 利用稳定节点积分思想, 构造一种求解饱和土体中稳态渗流问题的快速 Galerkin 无网格方法. 该方

法通过建立非局部光滑节点水力梯度,具有节点积分高效的特点,同时避免形函数在节点上直接求导, 为稳态

渗流分析提供有效的稳定保障.均匀渗流与自由面渗流算例的计算结果表明, 该方法分析渗流问题高效且准

确,能精确模拟任意均匀渗流场, 在求解自由面迭代问题时, 能避免有限元求解迭代问题时重划网格的工作,

迭代收敛速度快.
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渗流分析是土体稳定性分析中的一个重要部分[ 1] , 解析渗流计算受限于简单的几何形状和均质材

料,因此渗流分析大多采用有限元法( FEM ) . 近年来, 无网格法在解决大变形问题方面得到了快速发

展,出现了各种各样的无网格法
[ 2�5]

.所有无网格法一个共性特征是仅通过节点信息来建立近似函数,即

对未知基本变量的近似不依赖于节点之间的有序连接.为了在稳定的前提下提高计算效率, Chen 等[ 6]

提出了稳定节点积分方法( Stabilized Conform ing Nodal Integr at ion, SCNI) .文[ 7�10]进一步推导建立
了梁板壳等结构问题无网格分析的稳定节点积分无网格法.本文在此基础上,进一步将稳定节点方法推

图 1 � 无网格离散及

矩形节点支撑域

F ig. 1� M eshfree discretization

and rectangular nodal suppo rt

广到饱和土体中的稳态渗流分析, 构造一种快速稳定的用于稳态渗

流分析的高效无网格法.

1 � 渗流问题的无网格近似

无网格离散及矩形节点支撑域示意图, 如图 1所示� 考虑到其
平面区域 � � R2

,边界 �= �g  �h , �g !�h= �, 其稳态达西渗流问题
控制方程为[ 1]

 v = 0 � in � �; � � v = - D ∀   
 = g � on � �g ; � � - n ∀ v = h � on � �h�

(1)

式(1)中,  为渗流水头函数; v 为渗流速度, v= - D   ; n 为自然边

界 �h 的外法线方向; D 为达西渗透系数矩阵, D=
ks 0

0 ky
� 其中,

kx , ky 分别为 x , y 方向的渗透系数.问题的等效积分弱形式为

!∀(  ) = #�! , iD i j  , j d � -#�h! h d� = 0,

� � � �  = g � on � �g�
(2)

根据移动最小二乘( MLS)或再生核( RK)无网格近似理论[ 2, 6] , 问题区域 �被离散为一组节点 x I = ( x I ,

y I) , I= 1, 2, ∃, N P, 相应的无网格水头近似可表示为
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 h (x) = #
NP

I = 1
∃ I( x) d I , � � ∃ I (x) = p

T
( x- x I )b(x) %&(x - xI )� (3)

式(3)中, N P 为节点数, N I 为节点形函数, d I 为节点系数, %&(x- xI )= %&
x
( x - x I ) %&

y
( y- y I )为定义在

矩形支撑域内的双向三阶样条核函数[ 2]
, ax = | x- x I | / sxI max和 y y = | y- y I | / syI max为节点支撑域系数,

图 2� M LS/ RK 形函数

Fig. 2� MLS/ RK shape funct ion

sxI max与 s
y
I max分别是 x I 与相邻节点之间 x , y 方向最远的距离. b( x)为未

知系数向量,而

p(x - xI ) = {1, x - x I , y - y I , ( x - x I )
2
, ∃, ( y - y I )

n
}
T

( 4)

为单项式基向量,系数向量 b(x)可通过施加 n阶再生条件来求解� 即

#
NP

I = 1
∃ I ( x) x i

Iy
i
I = x

i
y
i
, � � 0 % i + j % n, � i , j � Z� ( 5)

将形函数式(3)代入式(5) , 变换可以得 b( x) = M
- 1
( x)p (0 )及形函数

∃ I (x)= p
T
(0 )M

- 1
(x)p( x- xI ) %&(x- xI ) .

图 2所示为一典型无网格节点形函数� 注意到形函数不是插值函
数,强制边界条件不能像有限元一样直接施加, 本文采用混合变换法来

施加强制边界条件[ 6]
.将无网格离散代入弱形式,可得离散平衡方程为

Kd = f , � � K = A
NP

I , J= 1
K IJ ,

f = A
NH

I = 1
f I , � � KIJ ( x) =#�

B
T
I DB Jd �,

f I =#�h
∃ Ihd �, � � BI (x) =

∃ I , x ( x)

∃ I , y ( x)
�

(6)

式(6)中, A为整体组装算子, NH 为自然边界上的节点数.

2 � 稳定节点积分方法及光滑水力梯度

图 3� 节点代表域示意图

Fig. 3� Nodal representative

domain of node xL

在计算式引用式(6)中的刚度矩阵时不可避免要遇到区域积分, 所以

尽管无网格近似不需要网格,仍需要背景网格来进行数值积分, 只是背景

网格的作用和有限元网格相比是不同的.由于无网格形函数不是低阶多项

式,背景网格积分通常采用高阶高斯积分, 大大降低了计算效率.本文采用

光滑稳定节点积分( SCNI)来进行区域积分.其基本原理是将节点梯度进行

光滑平均处理, 然后应用光滑节点梯度离散弱形式形成刚度矩阵. 无网格

离散节点及节点代表区域,如图 3所示� 它们可以通过 vo ronoi离散得到,

其中某一节点 xL 的代表域为 �L ,边界为 �L .此节点的光滑水力梯度可以

构造为
[ 6�10]

! h, i ( xL ) = 1
A L#�

L

! h, i ( x) d� = 1
A L#�

L

 
h
(x) n

L
i ( x) d� = #

NP

I = 1
 
-

i ∃ I( xL ) d I ,

� � � � � �  
-

i ∃ I (xL ) =
1
A L#�

L

∃ I( x) n
L
i (x)d��

(7)

上式中, A L 为 � L 的面积, nL 为 �L 的外法线方向.采用光滑水力梯度对弱形式( 2)进行离散, 可以得到

稳定节点积分刚度矩阵为

KI J = #
NP

L = 1
∀BT
I (xL )D∀B J (xL ) A L ,

∀BI (xL ) =
 
-

x ∃ I (xL )

 
-

y ∃ I (xL )
�

(8)

可见,采用节点光滑梯度有效避免了求解形函数的导数� 另外, 可以证明若无网格近似采用线性或更高
阶的基函数,式(8)的构造满足下式线性准确积分约束

[ 6]
,即
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#�  
-

i ∃ I d� =#�h ∃ In id�� (9)

因此,对于任意线性解(对应均匀渗流的情况) ,这里所述基于稳定节点积分的无网格方法( M F�SCNI)

都能够得到准确解, 而且与节点分布情况无关.

3 � 数值算例

3. 1 � 稳态均匀渗流问题

图 4为 8 m & 8 m 的正方形区域的稳态均匀渗流无网格离散, 其水头函数  ( x) = 2x+ y ,两方向渗

透系数都取 1 m ∀ d- 1 .图 4中, 实线所围成的区域表示每个节点的稳定积分代表区域.计算中采用线性

基函数,四周边界条件按照给定  ( x)施加, 节点支撑域系数取为 2. 采用稳定节点积分无网格法得到的

水头和流线结果,如图 5所示.可见,该方法可以准确求解均匀渗流问题.

图 4 � 稳态均匀渗流问题的无网格离散 � � � � � ( a) 水头解 ( b) 流线分布图 � � �

F ig . 4 � Meshfr ee discretization for unifo rm � � � � � � 图 5 � 稳定节点积分 MF�SCNI 结果 � � � � �

steady seepage problem � � � � � � � � � � � � F ig . 5� MF�SCNI so lutions � � � �

3. 2 � 自由面渗流问题

图 6为尺寸 4 m & 6 m 的不透水地基上矩形均质土体的初始无网格离散.由于渗流自由面的位置

是预先未知的, 必须进行迭代求解.其基本求解方法是,首先假定一初始自由面确定计算区域,对区域进

行离散.在求出自由面节点的水头后,再校核其是否满足自由水面水头条件  ( x)= y .如不满足, 则将求

图 6 � 渗流自由面问题初始计算 � � � � ( a) 水头解 ( b) 流线分布图

� � 区域与无网格离散 � � � � � � � � 图 7 � MF�SCNI迭代 5 次结果

F ig . 6 � Initial domain discr etization for � � Fig. 7� MF�SCNI so lutions �

fr ee surface steady seepage problem � � � � � after 5 it erations � �

得的水头值作为渗流自由面

节点的 y 坐标, 形成新的计算

区域, 进行迭代计算, 直至渗

流自由面节点满足  ( x)= y�
最后得到的水头分布就是自

由表面浸润线.计算中采用线

性基函数, 两方向渗流系数均

取 1 m ∀ d- 1 ,节点支撑域系数

取为 2, 节点 4 的迭代控制精

度选为 ∋= 0. 001, 迭代 5次后

结果稳定.图 7为稳定节点积

分无网格法的水头和流线结

果.图 7和表 1分别列出了四边形线性有限元结果的对比分析�
表 1 � 有限元法及 MF�SCNI与甘油模型结果对比

Tab. 1 � Compa rison of betw een the numer ical ( FEM ,

MF�SCNI) and analytical ( G ly cer in model) results

模型  1  2  3  4

有限元 5. 67 5. 19 4. 37 3. 52

MF�SCNI 5. 65 5. 19 4. 35 3. 17

甘油模型[ 1] 5. 63 5. 10 4. 38 3. 25

从上述对比可以得出, 稳定节点积分无网

格法与有限元法相比,具有精度高、收敛速度快

的优点,并且迭代时可以有效地避免有限元法

中重分网格的工作, 调整节点方便,能很好地避

免网格奇异带来的问题. 用 MF�SCN I 求某一

断面的流量也要比有限元法来得方便灵活.
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4 � 结束语

基于稳定节点积分方法, 建立用于土体中稳态渗流分析的 Galerkin高效无网格方法. 该方法利用

光滑水力梯度和节点积分离散渗流问题的 Galerkin弱形式, 所构造的节点光滑水力梯度不仅具有节点

积分效率高的优点, 还能满足数值算法稳定性的要求. 利用节点光滑水力梯度导出的无网格离散方程满

足线性(均匀渗流)准确性条件,具有高效、稳定和准确的特点.把基于稳定节点积分无网格法应用于非

稳态渗流场和土体应力变形的耦合计算,进行土坡稳定性分析将是下一步研究的课题.
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An Efficient Meshfree Method for Steady Seepage

Analysis in Saturated Soils

LI Ling, WANG Dong�dong
( S chool of Arch itecture and Civil Engineerin g, Xiam en University, Xiamen 361005, China)

Abstract: � An efficient Galerkin meshfree method using t he technique of stabilized conform ing nodal integ ration is presen�

ted for the steady Darcy seepage analysis in saturated so il media. In this method, the seepage stiffness is integr ated nodal�

ly w ith a smoo thed nodal hydr aulic g r adient. This smoot hed g radient is obtained as a volume aver age of the hydraulic g ra�

dient in the associated nodal repr esentativ e domain. No derivativ es of the meshfr ee shape functions ar e involved in the

whole computation pr ocess. It turns out t hat, this method exactly meets the integr ation constr aint fo r linear exactness,

which cor responds to the requir ement to r epr oduce the solution o f unifo rm seepage problems regardless of meshfree dis�

cr et izat ion patterns. Both computational efficiency and stability ar e achieved. Tw o case numer ical test s, t he unifo rm seep�

age pr oblem and the f ree surface seepage problem, demonstr ated that t he present method is ver y accurate and also fast

converg ent.

Keywords: � steady seepage; Galerkin meshfree method; stabilized conforming nodal integ ration; saturated soils
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