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具有偏差变元的二阶中立型泛函微分方程周期解

张 � 莉, 王全义

(华侨大学 数学科学学院,福建泉州 362021)

摘要: � 利用一些分析技巧及抽象连续性原理, 研究一类二阶中立型泛函微分方程周期解的存在性, 得到一个

保证该类方程周期解存在的充分条件.

关键词: � 中立型泛函微分方程; 周期解; k�集压缩算子; 偏差变元

中图分类号: � O 175. 14 文献标识码: � A

最近,文[ 1]研究了二阶中立型泛函微分方程

[ x ( t) + cx ( t - �) ]
n
+ g( t, x ( t- �) ) = p ( t)

的周期解的存在性问题. 其中 c, �, �均为常数, p ( t )以 2 为周期且�
2 

0
p ( t ) dt = 0. 文[ 2]利用 k�集压缩

算子抽象连续性定理,研究二阶微分方程

[ x ( t) + c( t ) x ( t - �( t) ) ]
n
+ g( t, x ( t) , x ( t - �1( t) ) , x ( t - �2( t) ) ) = p ( t ) ( 1)

的周期解存在性问题.其中, c( t) , �( t) ! C
2
(R, R) , �1 ( t) , �2( t) ! C

1
(R, R) ,且均以 T (T > 0)为周期, 1-

� > 0, p ( t ) ! C(R, R) ,�
T

0
p ( t ) dt = 0 . g( t, x 1 , x 2 , x 3)是 R

4 上的实连续函数,且对 t 是T 周期的. 我们

利用一些分析技巧, 进一步讨论方程( 1)的周期解的存在性,并且所得的结果不同于文[ 2]的结果.

1 � 预备知识

定义 1 � 设 X 是一个 Banach空间, D是 X 的有界子集.令

!X ( D) = inf {∀> 0 | D 可表示为有限个集合的并: D = ∀
n

i= 1
D i ,

� � � � 并且每个 D i 的直径 diamX (D i ) # ∀} ,
( 2)

则称 !X 为D 的非紧性测度或 Kuratow ski距离.

定义 2 � 设 X , Y 均是 Banach空间, D � X ,算子 N : D ∃ Y 是连续且有界.如果存在常数 k %0, 对任

何有界集 E � D,有 !Y (N (E ) ) # k!X ( E ) ,则称 N 是 D 上的 k�集压缩算子 [ 3�4]
.

如果 L : dom L � X ∃Y 是指标为 0的Fredholm 算子,由文[ 3]可知道,对于任何有界集 B � dom L,

sup{ r %0| r!X ( B) # !Y ( L (B ) ) }是存在的,因而我们可定义

l ( L ) = sup{ r % 0 | r!X ( B) # !Y ( L (B ) ) , 对任何有界集 B � dom L } . ( 3)

� � 引理 1
[ 5] � L : dom L � X ∃ Y 是指标为 0的 Fredholm 算子, y ! Y 是一固定点.假设 N :  # ∃ Y 是 k�

集压缩算子, k< l ( L ) , # � X 是有界的且关于 0 ! # 对称的开子集,满足( 1) L x &∃N x + ∃y , !x ! ∀ #,
!∃! ( 0, 1) ; ( 2) [ QN x+ Qy , x ] ∋ [ QN ( - x ) + Qy , x ] < 0, !x ! ∀ #(ker L .其中, [ ∋ , ∋ ]是 Y ) X 的

某双线性泛函, Q: Y ∃ co ker L 是投影算子. 那么,至少存在一个 x !  #,满足 L x= N x+ y .
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� � 假设, X = { x | x ( t) ! C
2
(R, R) : x ( T + t ) = x ( t) } , Y= { x | x ( t) ! C(R, R) : x ( T + t) = x ( t ) } , Z=

{ x | x ( t) ! C
1
(R, R) : x ( T + t ) = x ( t ) } . 定义 ∗x ∗ 0= max

t ! [ 0, T ]
| x ( t ) | , ∗x ∗ 1= max

t ! [ 0, T ]
∗x ∗ 0 , ∗x ∗ 0} ,

∗x ∗ 2= max
t ! [ 0, T ]

∗x ∗0 , ∗x ∗ 0 , ∗x+∗ 0} .则 X , Z, Y 分别在 ∗x ∗2 , ∗x ∗1 , ∗x ∗0 之下构成 Banach

空间.

定义算子L : X ∃ Y , 有L x = x+ , !x ! X . 又定义算子N : X ∃ Y, 有N x ( t ) = - g ( t , x ( t ) , x ( t-

�1 ( t ) ) , x ( t- �2( t ) ) ) - c+( t ) x ( t- �( t) ) - [ 2c ( t ) ( 1- � ( t ) ) - c( t ) �+( t ) ] x ( t- �( t ) ) - c( t ) ( 1-

� ( t) )
2
x+( t- �( t) ) , !x ! X .则方程( 1)转化为算子方程

Lx = Nx + p ( t) . ( 4)

在本文中,我们采用以下记号,即

| x ( t) | 0 = max
t ! [ 0, T ]

| x ( t) | , � � | x ( t) | m = min
t ! [ 0, T ]

| x ( t ) | ,

a = | c+( t ) | 0 + | 2c ( t ) ( 1 - � ( t) ) - c( t)�+( t ) | 0 + c( t) ( 1- � ( t ) ) 2
| 0 ,

h =
T

2
| c+( t ) | 0

| 1- � ( f ( t) ) | m
+

T | 2c ( t) ( 1- � ( t ) ) - c( t) �+( t) | 0

| 1 - � ( f ( t) ) | m
+

| c( t) ( 1- � ( t ) ) 2
| 0

| 1 - � ( f ( t) ) | m
#

上式中, f ( t)是 t- �( t )的反函数.

2 � 主要结果及其证明

定理1 � 设以下4个条件均成立. ( A 1 ) a< 1, h< 1. ( A 2) ∃!> 0, !x i %!, i= 0, 1, !( t , x 2) ! R2
,

有 g( t , x 0 , x 1 , x 2 ) > 0 (或< 0) , !x i # - !, i= 0, 1, !( t, x 2 ) ! R2
, 有 g ( t, x 0 , x 1 , x 2 ) < 0 (或> 0) .

( A 3) ∃%> 0, !( t, x 0 , x 1 , x 2) ! R4
, 有 g( t, x 0 , x 1 , x 2) %- %(或 # %) .则方程( 1)至少存在一个周期解.

在证明此定理之前, 我们先证明以下一些引理.

引理 2
[ 6] � L 是指标为 0的 Fredholm 算子,并且满足 l( L) %1.

引理 3 � 在定理的条件下,设 #是X 的任一有界子集,则 N :  # ∃ Y 是 k�集压缩的, 且 k< 1. 因篇幅

限制,证明从略.

引理 4 � 在定理 1的条件下,存在常数 R 0> 0,使得微分方程

Lx = ∃N x + ∃p ( t ) , ∃! ( 0, 1) ( 5)

的任一解 x ( t) ! X ,均满足 ∗x ∗2< R0 .

证明 � 假设 x ( t ) ! X 是式( 5)的任一解,则 x+= ∃N x+ ∃p ( t ) ,即

x+( t ) + ∃[ x ( t) + c( t) x ( t - �( t ) ) ]+ = ∃p ( t ) - ∃g ( t , x ( t ) , x ( t - �1( t ) ) , x ( t- �2 ( t) ) ) + ∃x+( t) ,

x+ = - ∃g ( t , x ( t ) , x ( t - �1( t ) ) , x ( t - �2 ( t) ) ) - ∃c+( t) x ( t - �( t ) ) - ∃)

[ 2c ( t) ( 1 - � ( t) ) - c( t)�+( t) ] x ( t - �( t) ) - ∃c( t) ( 1 - � ( t) )
2
x+( t- �( t) ) + ∃p ( t ) . ( 6)

对上式从 0到 T 积分, 则有

�
T

0
g( t, x ( t) , x ( t - �1( t) ) , x ( t - �2( t) ) dt = 0. ( 7)

假设 g
+ = max { g( t, x ( t) , x ( t- �1 ( t) ) , x ( t- �2( t) ) ) , 0} , g

- = max{ - g( t, x ( t) , x ( t- �1( t ) ) , x ( t-

�2( t) ) ) , 0} , 则

g( t, x ( t) , x ( t - �1( t) ) , x ( t - �2 ( t) ) ) = g
+
- g

-
, ( 8)

| g( t, x ( t ) , x ( t- �1 ( t) ) , x ( t- �2( t ) ) ) | = g
+
+ g

-
. ( 9)

显然, g
+

, g
-
均是非负的函数.由条件( A 3)可知

| g
-
| = g

- # %. ( 10)

由式( 7) , ( 8)及式( 10)可得�
T

0
g

+ dt = �
T

0
g

- dt # %T , 从而有

�
T

0
| g( t, x ( t) , x ( t - �1( t) ) , x ( t - �2( t) ) ) | dt # �

T

0
g

+ dt+�
T

0
g

- dt # 2%T . ( 11)

由条件件( A 2)及式( 7)可知,必存在 t 0 ! [ 0, T ] ,使得| x ( t0) | < !,从而有

| x ( t) | # | x ( t0 ) | +�
T

0
| x ( t ) | dt # !+�

T

0
| x ( t) | dt . ( 12)
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又由于 x ( 0) = x ( T) , 所以必∃ t1 ! [ 0, T ] , 使得| x ( t1) | = 0.因此有

| x ( t ) | # | x ( t1 ) | + |�
t

t
1

x+( t ) dt | # �
T

0
| x+( t) | dt . ( 13)

并且,我们又可由式( 12) , ( 13)得到

�
T

0
| x ( t) | dt # T�

T

0
| x+( t ) | dt, � ��

T

0
| x ( t) | dt # !T + T

2�
T

0
| x+( t ) | dt. ( 14)

由式( 6)可推出

| x+( t) | # | g ( t, x ( t ) , x ( t- �1 ( t) ) , x ( t- �2( t ) ) ) | +

| c+( t) | | x ( t- �( t) ) | + | 2c ( t) ( 1 - � ( t ) ) - c( t)�+( t) | | x ( t - �( t ) ) | +

| c( t ) ( 1 - � ( t) )
2

| | x+( t - �( t) ) | + | p ( t) | # | g( t , x ( t ) , x ( t - �1( t ) ) , x ( t - �2( t) ) ) | +

| c+( t) | 0 | x ( t - �( t) ) | + | 2c ( t ) ( 1 - � ( t) ) - c( t )�+( t ) | 0 | x ( t- �( t) ) | +

| c( t ) ( 1 - � ( t) )
2

| 0 | x+( t - �( t) ) | + | p ( t) | 0 .

( 15)

对式( 15)从 0到 T 积分,再由式( 11)及( 14)可得

�
T

0
| x+( t) | dt # �

T

0
| p ( t) | dt + �

T

0
| g( t, x ( t ) , x ( t- �1( t ) ) , x ( t - �2( t ) ) ) | dt +

| c+( t) | 0�
T

0
| x ( t - �( t ) ) | dt + | 2c ( t ) ( 1 - � ( t) ) - c( t )�+( t ) | 0 )�

T

0
| x ( t - �( t ) ) | dt +

| c( t) ( 1 - � ( t) )
2

| 0 ∋�
T

0
| x+( t- �( t) ) | dt # �

T

0
| p ( t) | dt +

�
T

0
| g( t , x ( t ) , x ( t - �1( t ) ) , x ( t - �2( t ) ) ) | dt + | c+( t ) | 0�

T- �( T)

- �( 0)
|

x ( t )
1 - � ( f ( t ) )

| dt +

| 2c ( t ) ( 1 - � ( t) ) - c( t)�+( t ) | 0 )�
T- �( T)

- �( 0)
|

x ( t )
1- � ( f ( t) )

| dt +

| c( t) ( 1- � ( t ) ) 2
| 0 ∋�

T- �( T)

- �( 0)
|

x+( t)
1 - � ( f ( t ) )

| dt #

�
T

0
| g( t , x ( t) , x ( t - �1( t) ) , x ( t - �2( t) ) ) | dt +

| c+( t) | 0

| 1- � ( f ( t) ) | m�
T

0
| x ( t) | dt +

| c ( t ) ( 1 - � ( t) ) - c( t )�+( t ) ) | 0

| 1- � ( f ( t) ) | m �
T

0
| x ( t) | dt +

| c( t ) ( 1 - � ( t) )
2
| 0

| 1 - � ( f ( t ) ) | m �
T

0
| x+( t ) | dt + | p ( t ) | 0T #

2%T +
| c+( t ) | 0

| 1- � ( f ( t) ) | m
!T + h�

T

0
| x+( t) | dt + | p ( t) | 0T .

从而

�
T

0
| x+( t) | dt # 2%T

1- h
+

| c+( t) | 0

| 1 - � ( f ( t) ) | m

!T
1 - h

+
| p ( t) | 0T

1 - h
. ( 16)

再由式( 12) , ( 13)及( 16)可得

| x ( t ) | # !+ 2%T 2

1 - h
+

| c+( t ) | 0

| 1- � ( f ( t) ) | m

!T 2

1- h
+

| p ( t) | 0 T
2

1 - h
,= R1 ,

| x ( t) | # 2%T
1- h

+
| c+( t) | 0

| 1- � ( f ( t) ) | m

!T
1 - h

+
| p ( t) | 0 T

1 - h
,= R2 .

即

∗x ∗0 = max
t ! [ 0, T ]

| x ( t ) | # R1 , ∗x ∗0 = max
t ! [ 0, T ]

| x ( t) | # R2 . ( 17)

显然,正常数 R1 , R2 与 ∃( ∃! ( 0, 1) )无关. 记

d = max{ | g( t, x , y , z ) | : t ! [ 0, T ] , | x | # R1 , | y # R 1 , | z | # R2} ,

则由式( 15)及式( 17)可得

∗x+∗0 # d + | c+( t) | 0 R4 + | 2c ( t) ( 1- � ( t ) ) - c( t) �+( t) ) | 0 R5 + | p ( t ) | 0

1 - | c( t ) ( 1 - � ( t) )
2

| 0
: = R3 . ( 18)

显然, 正常数 R3 与 ∃(∃! ( 0, 1) )无关.记 R0= max { R1+ 1, R2 + 1, R3+ 1, !+ 1} ,正常数 R0 与 ∃(∃! ( 0,
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1) )无关.于是, 由式( 17)及式( 18)可得, 对于方程 x+= ∃N x+ ∃p ( t ) (∃! ( 0, 1) )的任一解 x ( t ) ! X , 均满

足∗x ∗2< R0 .

定理 1的证明# 由本节前部分的说明可知,要证明方程( 1)至少存在一个 T�周期解, 等价于证明算

子方程( 4)在 X 中至少存在一个解 x . 因此,只需要证明算子方程( 4)满足引理 1的全部条件即可.

事实上,令 #= { x ! X : ∗x ∗2 < R0 } ,于是由定理的条件可知引理 3, 4成立,因此, N :  # ∃Y 是 k�集
压缩的.又由引理 2, 4可知引理 1的条件( 1)成立.

现在,在 Y ) X 上定义一个双线性泛函 [ ∋, ∋] : [ y , x ] = �
T

0
y( t) x ( t) dt ,并且定义投影算子 Q: Y ∃

coker L : Q =
1
T�

T

0
y ( t ) dt, !y ! Y. 对于!x ! ∀ # (ker L ,有 x= R0 或 x= - R0 .因此, 由条件( A 2 )可得

[ QN x + Qp , x ] [ QN (- x ) + Qp , x ] = R
2
0�

T

0
( QN x + Qp ) dt ∋�

T

0
(QN (- x ) + Qp ) dt =

R
2
0�

T

0
g( t, R0 , R 0 , 0) dt ∋�

T

0
g ( t, - R0 , - R 0 , 0) dt < 0#

即引理 1中的条件( 2)满足,所以引理 1中的所有条件都满足.从而方程( 4)在 X 中至少存在一个解,所

以方程( 1)至少存在一个周期解.

3 � 结束语

对于具有变系数及多个可变时滞的二阶中立型泛函微分方程的周期解存在性问题,我们还有一些

新结果,但因篇幅限制,将另文发表.
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Abstract: � In this paper , the exist ence o f perio dic solutions fo r a class of second o rder functional differ entia l equat ions

with deviating ar guments is inv est igated by using some analy tical techniques and the method of t he abstr act co ntinuation

theo ry . O ne sufficient condit ion for the ex istence o f perio dic so lutions to the considered equations is obtained.
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