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摘要 : � 设 X , Y 是复的 Banach 空间, 在一个上三角算子矩阵Mc=
A � C

0 � B
� B( X �Y)中, A � B( X ) , B �

B(Y )是事先给定的,对于任意的 C � B( Y , X ) , Mc 的左(右) Browder 谱: �lb (Mc) = {�� C: Mc) - � B+ (X �
Y) } , B+ ( X �Y )= { T �  + ( X �Y ) : asc( T ) <  } , (�rb (Mc) = {�� C: Mc) - � B- (X �Y ) } , B- (X �Y ) =

{ T �  - (X �Y ) : des( T ) <  } ) .文中得到 �lb (Mc) (�rb (Mc) )与�lb ( A ) ! �lb ( B) | �rb ( A ) ! �rb ( B) )之间存在有

趣的填洞现象,即 �* ( A ) ! �* ( B)= �* (Mc) ! W! 其中, W 是�* (Mc)的某些洞的并 �* � {�lb , �rb } , 并找出洞

W 的具体位置.
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设 X , Y 表示复的无限维 Banach空间, B (X , Y)表示由 X 到 Y 的有界线性算子全体,当 X= Y 时,

则 B(X , Y) 简记为 B(X ) .在一个上三角算子矩阵Mc=
A � C

0 � B
� B (X �Y )中, A , B 是事先给定! 对

于任意给定的一个 C � B (Y, X )所确定的谱 �(Mc)与原分块中 �( A ) , �( B )之间的关系,文[ 1]给出:对于

一般的C � B(Y, X ) , �(Mc )与 �( A ) ! �( B)之间事实上就只差 �(Mc )的某些∀洞#. 换句话说, �(Mc )可通

过填满它的某些∀洞#而得到 �( A) !�( B) . 所谓∀洞#指的是紧集的、余集的有界连通分支. 近几年,对算

子矩阵特殊谱填洞情况的研究不少, 但结果大多在 Hilber t空间中得到 [ 2�5] . 本文主要在 Banach 空间

中,讨论上三角算子矩阵的左(右) Brow der谱的填洞情况.

1 � 预备知识

若 T � B(X , Y) , N ( T)表示 T 的零空间, R ( T )表示 T 的值域, N ( T )的维数记为 !( T )! 当 R( T)

是闭时, ∀( T )表示 Y/ R(T )的维数, T 的升指数 asc( T )是满足 N (T
k
) = N ( T

k+ 1
)的最小非负整数 k,如

果这样的 k 不存在, 则记 asc( T )=  ; T 的降指数 des( T)是满足 R (T
k
) = R (T

k+ 1
)的最小非负整数 k,

如果这样的 k不存在,则记 des( T)=  .

Banach空间X 上 Fredholm 算子的全体  ( X )= { T � B(X ) ∃ R(T )闭, !( T) <  且∀( T )<  } ;上

半 Fredho lm算子的全体  + ( X )= { T � B(X ) ∃R (T )闭且 !( T )<  } , 而下半 Fredholm 算子的全体

 - ( X ) = { T � B(X ) ∃∀( T) <  } ;左半Fredholm 算子的全体  l ( X ) = { T � B(X ) ∃R( T)闭且在X 中

可补, !( T) <  ,右半 Fredholm 算子的全体  r ( X )= { T � B (X ) ∃N ( T)在 X 中可补, ∀( T ) <  } ;令

 % ( X ) =  + ( X ) !  - ( X ) ,  0 ( X ) = { T �  ( X ) ∃ ind( T ) = 0} ,当T �  % ( X )时, ind( T ) = !( T )-

∀( T ) ,当 T � B(X )时, T 的左 Browder 谱(亦称 Browder 本性近似点谱)记为 �lb( & )或 �ab( & )!
�lb( T )= { �� C ∃T - � B+ ( X ) } ,其中 B+ ( X )= { T �  + ( X ) ∃ acs( T )<  } . T 的右 Browder 谱

(亦称 Browder 本性近似亏谱)记 �rb( & )或 �db( & ) : �rb( T )= {�� C ∃ T- � B- ( X ) } , 其中 B- ( X )=

{ T �  - ( X ) ∃ des ( T ) <  } . T 的 Browder 谱: �b ( T ) = { �� C ∃ T - � B ( X ) } , 其中 B ( X ) =
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{ T �  ( X ) ∃acs( T )= des( T )<  } . �( T )的其他各种谱成分有如下 6种! ( 1) T 的点谱!�p( T )= { ��

C∃ T - �不是单射}! (2) T 的满谱! �su ( T )= { �� C ∃T - �不是满射}! (3) T 的孤立有限代数重特征

值集! �0p( T) = { �� C∃ T- �是 �( T )的孤立点且谱投影空间 R (E (�∃ T )是(非零)有限维}! (4) T 的

Wey l谱 �w ( T )= {�� C ∃ T- �  0( X ) }! 其左Weyl谱 �lw ( T ) = {�� C ∃ T - �  
-
+ ( X ) } ,  

-
+ ( X )=

{ T �  + ( X ) ∃ ind( T) ∋ 0} ; 而右Wey l谱 �rw ( T )= {�� C ∃ T - �  
+
- ( X ) } ,  

+
- ( X ) = { T �  - ( X ) ∃

ind( T ) (0}! (5) T的本性谱�e ( T ) = { �� C ∃T - �  ( X ) } ; T的右本性谱�re ( T ) = { �� C ∃ T - � 
 r( X ) }! ( 6) T 的 Kato 谱 �k1 ( T)= {�� C ∃ T- �  % ( X ) } .

对于 C 的紧子集表示为 K , 而 iso K , ∀K 分别表示 K 的孤立点集和拓扑边界, #( K )表示 K 的多

项式凸包! 即
#( K ) = {w ∃| p ( w ) | ∋ max { | p ( z ) |∃ z � K } ,对于所有多项式 p } .

如果 K 是一个闭圆环, 则 #( K )为填上内部的空洞所得到的闭圆盘. 事实上,如是 K 是任何一个紧集,

那么由最大模定理给出, #( K )由填上 K 中可能存在的任何∀洞#得到 [ 6]
.

2 � 左 Browder谱的填洞情况
[ 2]

设 H , K 是 Hilbert 空间, A � B(H ) , B � B(K ) , 对任意的 C � B (K , H )有

�lb( A) ! �lb( B) = �lb(Mc) ! W ,

其中, W #�su( A ) )�lb( B )是 �lb(Mc )的某些洞的并.

下面,我们在 Banach空间中考虑左 Br owder谱的填洞情况, 并把文[ 2]的结果进行推广.

引理 1 � A � B(X ) , B � B(Y) , 若 acs( A )<  , acs( B) <  ,则对任意的C � B(Y, X ) ,Mc 都有有限

升指数.

本引理在 Hilber t空间中的情况,文[ 2]已给出,经核实, 在 Banach空间同样成立! 证明从略.

引理2 [ 7] � X是线性赋范空间, T � B( X ) , 如果对某个k使得N ( T ) )T
k
( X )是有限维的, 那么,

T ( T
 
( X ) )= T

 
( X ) (其中 T

 
( X ) = )  

n= 1 R(T
n
) ) .

引理 3
[ 8] � T � B( X ) , 那么, ( a) 若对某个非负整数 p 有N ( T ) )R(T

p
)= {0} ,则 acs( T ) ∋ p ; ( b)

若 acs( T) ∋ p , 则对任意正整数 k有 N (T
k
) )R( T

p
)= {0} .

引理 4
[ 9] � T �  + ( X ) (或  - ( X ) ) ,如果存在 ∃> 0,使得任意的 �满足 0< | �| < ∃都有 T - �下有

界(或满射) ,那么, T 有有限升指数(或降指数) .

引理 5
[ 9] � 即半 Fredho lm 算子的洞指标原理! 设 X 是 Banach 空间, T �  % ( X ) ,则存在 ∃> 0,使

得当0< | �| < ∃时, ( T - �) �  % ( X )且有: ( 1) !( T - �)取常数n, n ∋ !( T ) ; ( 2) ∀( T - �)取常数m, m ∋
∀( T ) ; ( 3) ind( T- �)= ind( T) .

引理 6
[ 10] � 设 X 是 Banach 空间, T � B(X ) ,那么(1) �( T ) / �b( T )= �0p( T )是一个至多可数集. (2)

�b( T ) / �w ( T) = �w ( T )的某些洞的并,这些洞有零指标.

引理 7 � 设 K 1 , K 2 ∃ C 是紧子集, K 1 ∃ K 2 且∀K 2 ∃ ∀K 1 ,则 #( K 1)= #( K 2) .

证 � 由多项式凸包的定义,只须证: K 2 等于 K 1 填上后者的某些洞, 即 K 2 的洞( #( K 2) / K 2 )是 K 1

的洞(#( K 1 ) / K 1)的某些支集的并.设 % 是 #( K 1 ) / K 1 的, 且与 #( K 2 ) / K 2 相交不空的支集. 设 U 是

[ #( K 2 ) / K 2 ]的余集,由于∀K 2 ∃ ∀K 1 , #( K 1) / K 1 不含∀K 1 的点,故 #( K 1 ) / K 1 不含∀( #( K 2) / K 2 = ∀K 2

的点! 因此, %是两个不相交开集 % )( #( K 2 ) / K 2) , %)U的并. 又由 %是连通的,则 % )U 是空集,故

% ∃ #( K 2) / K 2 , 即 #( K 2 ) / K 2是 #( K 1) / K 1的某些支集的并.

引理 8 � 若 A � B( X ) , B � B (Y) , C � B(Y, X )有 #[ �lw (Mc ) ] = #[ �lw ( B) ! �lw ( B) ] .

证 � 显然有

�le ( A ) # �lw (Mc) # �lw ( A ) ! �lw ( B) .

事实上,若 A �  -+ ( X ) , B �  -+ ( Y) ,则
A � C

0 � B
�  + ( X �Y) ,且 ind Mc= ind

A � 0

0 � I
+ ind

I � 0

0 � B
∋ 0,

故Mc �  -+ ( X �Y) .若Mc �  -+ ( X �Y) ,则 A �  + ( X ) . 对任意的 T � B (X ) ,有
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#( �w ( T) ) = #( �lw ( T ) ) .

事实上, �lw ( T ) #�w ( T) ,只须证∀�w ( T) #�lw ( T) .若 �0 � ∀�w ( T ) / �lw ( T ) ,则 T - �0 �  -
+ ( X ) , 由引理 5

存在 ∃> 0,使得 T - ��  -+ ( X )且 ind( T - �)= ind( T - �0) , 当0< | �- �0 | < ∃时.另一方面, 又由于 �0 �

∀�w ( T ) ,故存在 �1 满足0< | �- �0 | < ∃且T - �1 �  0( X ) ,从而 ind( T - �0)= 0,即 T - �0 �  0 ( X ) ,这与

�0 � �w ( T )矛盾,故∀�w ( T ) #�lw ( T ) ,因此, #( �w ( T ) ) = #( �lw ( T) ) .类似地, 可证对于任意的 A � B( X ) ,

B � B (Y) , #( �w ( A) ! �w ( B) )= #(�lw ( A ) ! �lw ( B) ) .

#(�lw (Mc ) ) = #(�w (Mc ) ) = #(�w ( A ) ! �w ( B) ) = #( �lw ( A ) ! �lw ( B) ,

其中,第 2个等号参见文[ 3] .

定理 9 � A � B( X ) , B � B( Y) ,对任意的 C � B( Y, X )有

�lb( A) ! �lb( B) = �lb(Mc) ! W , (1)

其中, W #�lb( B) \ �lb ( A )是 �lb(Mc)的某些洞的并.进而,得到左半 Browder 谱半径 r lb (Mc )是个常数,且

当 �
0
p

A � 0

0 � B
= %时,对任意的 C � B( Y, X )有

r
A � C

0 � B
= r

A � 0

0 � B
= r lb

A � 0

0 � B
= r lb

A � C

0 � B
. (2)

� � 证 � 先证
�lb( A ) # �lb(Mc) # �lb( A) ! �lb( B) . (3)

事实上,若 A - �0 � B+ ( X ) , B- �0 � B+ ( Y) ,由引理 1有 Mc- �0 有有限升指数, 故Mc- �0 � B + ( X �
Y) .若Mc- �0 � B+ ( X �Y) ,则 A - �0 �  + ( X ) .对任意的 n � N , 有

N [ ( A - �0)
n
] � {0} # N [ (Mc - �0)

n
] ,

从而 A - �0 有有限升指数, A - �0 � B+ ( X ) ,式(3)得证. 对任意的 T � B (X )有

#[ �lb( T ) ] = #[ �lw ( T) ] . (4)

� � 事实上, �lw ( T ) #�lb( T ) ,只须证∀�lb( T) #�lw ( T) .若 �0 � ∀�lb( T ) \ �lw ( T ) ,则 T - �0 �  -
+ ( X ) .由引

理 5存在 ∃> 0使得 T - �0- ��  + ( X ) , !( T - �0- �) , ∀( T - �0 - �)是常数, 当 0< | �| < ∃时. 令 Y=

)  
n= 1R( T- �0 ) n ,则 Y 是闭的, 由引理 2知( T - �0) Y= Y,不失一般性! 设 Y ∗ { 0} ,令 T 1= ( T - �0) | Y,

则 T 1 是满射,故 T 1 �  - ( Y) .由引理 5, T 1- �是满射,当 0< | �| < ∃时,即( T 1- �) Y= Y, 从而有

Y = )  
n= 1R[ ( T 1 - �)

n
] # )  

n= 1 R[ ( T 1 - �0 - �)
n
] ,

当 0< | �| < ∃时.又由 N (T - �0- �) #Y, N ( T- �0 - �) # )  
n= 1 R [ ( T - �0 - �)

n
] , 且 !( T - �0 - �)是常

数,当 0< | �| < ∃时.另一方面,又由于 �0 � ∀�lb( T) ,故存在 �1 满足 0< | �1 | < ∃, T- �0- �1 � B+ ( X )!

由引理 3有 N( T- �0 - �1)= N (T - �0- �1 ) ) )
 

n= 1
R[ ( T - �0- �1 )

n
] = { 0} ,故 !( T - �0- �1) = 0, 从而当

0< | �1 | < ∃时, !( T- �0 - �)= 0 . 又由于 T- �0 - ��  + ( X ) ,所以 T - �0- �下有界! 因为有 T- �0 �

 + ( X ) ,由引理 4可知, acs( T - �0)<  ,故 T - �0 � B+ ( X )! 这与 �0 � �lb( T)相矛盾,式(4)得证.

由引理 8与式( 4)有

#(�lb (Mc ) ) = #(�lw (Mc ) ) = #(�lw ( A ) ) ! �lw ( B ) ) = #(�lb( A) ) ! �lb( B) ) . (5)

若 �0 � [ �lb ( A ) ! �lb ( B) ] \ �lb(Mc) ,由式(3)有 �0 � �lb( B) \ �lb ( A ) ,故式(1)得证. 又由引理 6有

# �
A � 0

0 � B
\ # �w

A � 0

0 � B
# �

0
p

A � 0

0 � B
, (6)

式(2) 由式(6) , (4)和式(5)可得.

推论 10 � 若 �lb( B) / �lb( A )没有内点,则对任意的 C � B (Y, X )

�lb(Mc) = �lb( A) ! �lb ( B)!
特别地,当 A � B(X )或 B � ( Y)是紧算子(或黎斯算子)时, 上式成立.

3 � 右 Browder谱的填洞情况

右 Browder谱是与左 Br owder 谱相对偶的情况,下面我们讨论右 Browder 谱的填洞情况.
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引理 11 � A � B (X ) , B � B (Y) ,如果 A , B 有有限降指数,则对任意的 C � B (Y, X ) ,Mc 有有限降指

数.

证 � 设 des( A )= p , des( B )= q,令 n= max { p , q} , 对于任意的C � B(Y, X ) , 容易证明 R(M
2n+ 1
c )=

R(M
2 n
c ) .

引理 12
[ 8] � T � B (X ) ,那么, ( a) 对某个 q (0, k (1, 若存在子空间 M k ∃ N ( T

q
) , M k )R (T

k
) =

{0} , 且 X= R (T
k
) �M k ,则 des( T ) ∋ q. ( b) 若 des( T ) ∋ q, 则对每个 k (1,都有子空间 M k ∃ N ( T

q
) ,且

X= R (T
k
) �M k .

引理 13
[ 10] � T � B (X ) , 那么有以下 7点等价: (1) 对任意的 m � N, Ker T #T

m
( X ) ; ( 2) 对任意的

n � N, Ker T
n #T (X ) ; (3) 对于任意的 n, m � N , Ker T n #T

m
( X ) ; (4) 对于任意的 n, m � N , Ker T n #

T
m
( Ker T

m+ n
) ; (5) Ker T #T

 
( X ) ; ( 6) N

 
( T ) #T ( X ) ; (7) N

 
( T ) #T

 
( X ) . 其中, N

 
( T ) =

!
 

n= 1
N( T

n
) , T

 
( X ) = )

 

n= 1
R( T

n
) .

引理 14 � 若 A � B (X ) , B � B(Y) , C � B(Y, X )有 #[ �rw (Mc ) ] = #[ �rw ( A ) ! �rw ( B) ] . 证明过程与引

理 8完全类似, 故从略.

定理 15 � A � B (X ) , B � B (Y) ,对任意的 C � B (Y, X )有

�rb( A ) ! �r b( B) = �rb(Mc) ! W , (7)

其中, W #�rb( A ) \ �rb( B)是 �rb (Mc )的某些洞的并.进而,得到右半Browder 谱半径 rrb (Mc )是个常数,且

当 �
0
p

A � 0

0 � B
= %时,对任意的 C � B( Y, X )有

r
A � C

0 � B
= r

A � 0

0 � B
= rrb

A � 0

0 � B
= rrb

A � C

0 � B
. (8)

证 � 先证

�rb( B) # �r b(Mc) # �rb( A ) ! �r b( B) . (9)

事实上,若 A - �0 � B- ( X ) , B- �0 � B- ( Y)! 由引理 11有Mc- �0 为有限降指数,故Mc- �0 � B- ( X �
Y) .若Mc- �0 � B- ( X �Y) ,则 B- �0 �  - ( Y) .对任意的 n � N ,有

R[ (Mc - �0) n ] # X � R [ (B - �0) n
] ,

从而 B- �0为有限降指数, B- �0 � B- ( Y) ,式(9)得证.对任意的 T � B(X )有

#[ �r b( T ) ] = #[ �rw ( T ) ] . (10)

� � 事实上, �rw ( T) #�r b( T ) , 只须证∀�rb( T) #�rw ( T ) .若 �0 � ∀�rb( T) \ �rw ( T ) , 则 T - �0 �  
+
- ( X ) .由

引理 5存在 ∃> 0, 使得 T- �0- ��  - ( X ) , !( T- �0- �) , ∀( T - �0- �)是常数! 当 0< | �| < ∃时. 令Y=

)
 

n= 1
R(T - �0) n 是闭的, 由引理 2知( T - �0) Y= Y,不失一般性! 设 Y ∗ {0} ,令 T 1 = ( T - �0) | Y,则 T 1 是

满射,故 T 1 �  - ( Y) .由引理5得 T 1 - �是满射,当 0< | �| < ∃时, 即( T 1- �) Y= Y,从而Y= )
 

n= 1
R[ ( T-

�) n
] # )

 

n= 1
R [ ( T - �0- �) n

]! 当 0< | �| < ∃时, 又由 N (T - �0 - �) #Y,则事实上,若( T - �0 - �) x= 0有

( T- �0) x= �x ,即

x =
1
�
( T - �0 ) x =

1
�n
( T - �0)

n
x = ( T - �0)

n
(
x
�n)!

对任意的 n,因此有 N (T - �0- �) # )
 

n= 1
R[ ( T- �0- �) n ] ,由引理 13可知, N [ ( T- �0 - �) n ] # )

 

n= 1
R[ ( T-

�0- �) n ] ,对任于意的 m 成立. 另一方面,又由于 �0 � ∀�rb ( T) ,故存在 �1 满足 0< | �1 | < ∃, T - �0- �1 �

B- ( X ) ,从而des( T- �0- �1) ∋ q<  ! 由引理12和存在的子空间 M1 ∃ N [ ( T - �0- �1 ) q ] , X = R( T-

�0- �) �M 1 ,及 N [ ( T- �0- �1) q ] # )
 

n= 1
R[ ( T- �0 - �1) n ] #R( T- �0 - �1) , 因此有 M1= {0} , ∀( T- �0-

�1 )= 0, 从而当 0< | �| < ∃时, ∀( T - �0- �)= 0.由引理 4可知, des( T - �0) <  ,所以 T - �0 � B - ( X )!
这与 �0 � �rb( T)矛盾,式( 10)得到证明.再由引理 14得
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#(�r b(Mc ) ) = #(�rw (Mc ) ) = #(�rw ( A ) ! �rw ( B) ) = #( �rb( A) ! �rb( B) ) . (11)

若 �0 � [ �rb( A) ! �r w ( B) ] \ �rb(Mc) ,由于式(9)有 �0 � �rb ( A ) \ �rb ( B ) , 因此, 式( 7)得证. 式(8)由式( 6) ,

(10)及式(11)可得.

推论 6 � 若 �rb( A ) \ �rb( B )没有内点,则对任意的 C � B (Y, X )有

�rb (Mc ) = �rb ( A ) ! �rb( B) .

特别地,当 A � B(Y)或 B � B( Y)是紧算子(或黎斯算子)时,上式成立.
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Left( Right) Browder Spectra of 2* 2 Upper

Triangular Operator Matrices

CHEN Xiao�ling1
, ZHONG Huai�jie2

( 1. S chool of Sciences, Jimei U niver sity, Xiam en 361021, Ch ina;

2. School of Mathem at ics and Computer Science , Fuj ian Normal University, Fuzhou 350007, China)

Abstract: � Let X and Y be complex Banach spaces, Mc be an upper triangular operato r matr ix w ith giv en A � B( X ) , B �

B( Y) and any C � B(Y �X ) ,�lbMc= {�� C: Mc) - �B+ (X �Y ) } be the left Brooder spectr a and �rb( Mc) = {�� C : Mc) -

�B- ( X �Y ) } be the right Brow der spect ra of Mc , wher e B- (X �Y )= { T �  - (X �Y ) : des ( T ) <  } . I t is shown that

the passage from �lb (Mc) ( �rb ( Mc ) ) to �lb ( A ) ! �lb ( B) | �rb ( A ) ! �rb( B) is accomplished by filling ho les, that is, ther e is

an equality �* ( A ) ! �* (B) = �* ( Mc) ! W , where W is the union of certain holes in �* ( Mc) and �* � {�lb , �rb } . Fur�

thermore, the exact lo cation of W is found.

Keywords: � Banach space; operato r matr ix ; left br ow der spectra; right browder spectr a
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