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一个 N维 Hamilton系统的 Painleve�分析与精确解
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摘要: � 考虑一个 H amilton 函数为 H =
1
2
< p, p> +

1
2
< q, q> 2+

1
2
< � p, p> 的 N 维 H amilton 系统, 它

与无穷维可积系统的经典例子    Kdv 方程的 Lax 对密切相关的. 利用 Painleve�分析的方法, 证明该 N 维

Hamilton系统的是完全可积的,并得到其自 B!ackland变换. 通过研究相关的 Schwardz 导数方程的性质, 求出

系统解的内积形式的精确表达式及 Jacobi椭圆函数形式的解.
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有限维可积系统在数学、物理等领域有重要意义. 每一个有限维可积系统的发现都会引起轰动,例

如 Kovalevskaya 陀螺、椭球上的测地流等. 近年来, 人们发现有限维可积系统与孤立子理论有紧密联

系,通过对孤立子系统的 Lax 对进行适当的约束,可以得到有限维可积系统[ 1�2] . 本文将 Painleve�方

法
[ 3�5]
应用于研究一个 N 维三次 Hamilton 系统的可积性, 该系统与无穷维可积系统的经典例子    

KdV 方程有密切关系[ 1, 4] . 通过 Painleve�分析, 证明该 H amilton系统是可积的, 并求出 B!ackland变

换.此外, 通过求解 Schw artz导数方程, 求出该 Hamilton系统的精确解.

1 � N维Hamilton系统的 Painleve�分析与 B!ackland变换

N 维 Hamilton 系统

q�=
�H
�p , � � p�=

�H
�q . (1)

其中, H =
< p, p>

2
+

< q, �q>
2

+
< q, q> 2

2
, �∀ diag( �1 , �2 , #, �N ) , q∀ ( q1 , q2 , #, qN ) , < ∃ , ∃ > 为 N

维欧氏空间的内积. 即

q� = p, � � q�= - 2 < q, � � q > q- �q. (2)

或 N 维方程组

q% = - 2 < q, � � q > q- �q (3)

利用 Painleve�分析导出主导项的指数  = - 1. 令 Painleve�展开式为

q = !
&

k= 0
ak∀k- 1

c (4)

其中, ak ∀ ( ak1 , ak2 , #, akN ) , ∀∀ ∀( x )称为奇异流形.将其代入式(3) ,比较 ∀的同次幂系数,得

∀
- 3

: 2a0∀
2
x - 2 < a0 , a0 > a0 = 0, (5)

∀
- 2

: - 2a0x∀xa0∀xx - 2 < a0 , a0 > a1 - 4 < a0 , a1 > a0 = 0, (6)

∀
- 1

: a0xx = - �a 0 - 2 < a0 , a0 > a2 - 4 < a0 , a1 > a1 - 4 < a0 , a2 > a0 - 2 < a1 , a1 > a0 , (7)

∀0 : 2a3∀2x + a2∀xx = 2∀xa2x + a1xx = - �a1 - 2 !
k+ l+ m= 3

< ak , a1 > am , (8)
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∀k- 1
: akxx + 2kak+ 1, x∀x + k∀xxak+ 1 + k( k+ 1) ak+ 2∀2x =

- �ak - 2 !
k+ l+ m= k+ 3

< ak , a1 > am, � � k = 2, 3, #. (9)

经计算可知,调谐因子 k= - 3, 2, 因此 a4 可自由选取.选取 a2= a3 = a4= 0,则利用式( 5) , (9) , 可以取

a4 ∀ 0, k= 5, 6, #. 即 Painleve�展开式(4)被成功∋截断(, 从而 N�维 Hamilton系统( 2)具有 Painleve�性

质.利用关系式(5) , (9) , 经计算可以得出

< a0 , a0 > = - ∀
2
x , � � < a0 , a1 > = ∀xx / 2, (10)

a1 = a0∀
2
xx / (2∀

2
x ) - a0x / ∀x , (11)

axx + �a0 + 2 < a1 , a1 > a0 + 4 < a0 , a1 > a1 = 0, (12)

a1xx + �a1 + 2 < a1 , a1 > a1 = 0 (13)

由式(13)知, a1 和 q同时满足N �维 Hamilton系统(2) .

命题 1 � N�维 Hamilton系统( 3)有 B!ackland变换, 即

q = ∀
- 1

a0 + a1 (14)

< q, q > = ( ln∀) xx + < a1 , a1 >  (15)

其中, { ∀, x }+  = 0, 以及

{ ∀, x } ∀ ∀xxx
∀x

-
3
2
∀2xx
2∀

2
x

(16)

是 Schw ar dz导数,  = const . $ .

证明 � 利用式( 5) , ( 13) , 经过计算,可得出

4
∀x

< a0 , �a0 > =
1
2
{ ∀, x } + c1 , � � 4

∀x
< a0 , �a0 > = { ∀, x } + c2 ,

c1 , c2 为积分常数. 因此, 式(16)得证.

由于 Hamilton系统( 2)的特殊性质, 其显式解不易直接求出.我们在命题 1的论证过程中发现,其

解的内积形式可以完全用奇异流形 ∀来表示为

< q, q > =
∀xx
∀

-
∀2x
∀

2 -
1
4
∀2xx
∀

2
x

+
 
3
. (17)

2 � Hamilton系统的精确解

对于 Hamilton 系统( 3) ,我们利用 B!ackland变换( 15)求精确解.首先求解 Schw ardz导数方程

{ ∀, x } +  = 0, (18)

将其变形为(
∀xx
∀x

) x-  + 1
2
(
∀xx
∀x

)
2
. 设 y= (

∀xx
∀x

) x ,得

y x = -  + y
2
/ 2. (19)

直接验证可得如下结论. 即

命题 2 � 设 y 是式( 19)的一个解, 则 y1 = 2 / y 仍是式( 19)的解. 从式(19)可求得解为

y = 2 1+ e 2 ( x+ c
1
)

1- e 2 ( x+ c
1
)
, � � y 1 =

2 
y

= 2 1 + e 2 ( x+ c
1
)

1 - e 2 ( x+ c
1
)
.

经过计算和选取适当顶积分常数, 我们求出了 Hamilton系统(2)内积形式的解为

< q, q > =
 
3

-
1
4
[ ( ln

∀x
∀

2 ) x ]
2
=

1
12

sech2 (  
2
( x + c) + #) ,

其中, #∀ 2/ 3.对于 Schw ardz导数方程 { ∀, x }+  = 0,可以将其变形为

y
2
x =

1
4
y

2
+  y

2
+  

2
, (20)

该方程有 Jacobi椭圆函数解 y= sn( x ) . 因此, Hamilton 系统( 2)内积形式的解还可以用 Jacobi椭圆函

数表示.
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3 � 结束语

本文着重讨论 Hamilton 系统 ( 1) 的分析性质. 由于其精确解的复杂性, 未能直接求出. 通过

Schw ardz 导数方程,求出了系统的内积形式的解.如何求出系统的精确解,是一个有意义的问题.
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Painleve� Test and Explicit Solution for a

N Dimensional Hamiltonian System

LIANG Xiao�hua, ZHANG Jin�shun

( College of Mathemat ics S cien ce, H uaqiao University, Quanzh ou 362021, China)

Abstract: � In this paper we consider a N dimensiona l Ham iltonian system w ith Hamiltonian function: H =
1
2
< p, p> +

1
2
< q, q> 2+

1
2
< � p, p> . It has a relation with the Lax pair s of KdV equat ion. The integ rability is proved and an auto�

B!ackland tr ansfomation is obtained by means of the Painlev e� test. Explicit so lutions in inner pr oduct form are also ob�

tained for the N dimensional H amiltonian system.
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� ∃快讯 ∃

)华侨大学学报(自然科学版) ∗网站正式开通
在学校领导和编委会的关心和支持下,)华侨大学学报(自然科学版) ∗(以下简称)学

报∗)网站( ht tp: / / www . hdxb. hqu. edu. cn)正式开通了 )学报∗网站开设了 ∋学报简
介(、∋学报动态(、∋交流园地(、∋编辑工作(、∋投稿指南(、∋专家审稿(、∋过刊查询(和∋政策

法规(等栏目 
)学报∗网站的开通为校内外作者、读者和编者了解)学报∗提供了信息平台 投稿作

者可以直接在网站上进行网上投稿、查询稿件的处理情况;审稿专家可以直接进行网上审

稿 网站将定时发布各类学术信息,介绍学校的学科带头人及其研究成果;介绍与学校重

点学科或专业相关的期刊; 提供编读交流和投稿咨询平台,为作者和编者撰写论文及编排

稿件提供指导;通报已发表论文的数据库收录情况和过刊资讯,等等 
希望广大读者能提出建设性意见,让网站更好地发挥学术交流平台的作用 

)华侨大学学报(自然科学版) ∗编辑部
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