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Banach空间中局部强伪压缩映射的新不动点定理
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摘要 : � 利用 Banach 空间中局部强伪压缩映射的一个基本不动点定理, 在适当的边界条件下,得到了 Banach

空间中局部强伪压缩映射的新不动点定理. 特别地,得到 Banach 空间中局部强伪压缩映射的 Alt man 定理、

Roth 定理和 Petry shyn 定理, 以及定理的各种推广形式.
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1 � 定义

众所周知, 局部强伪压缩映射是一类十分重要的非线性算子,广泛存在于非线性微分方程中,而局

部强伪压缩映射不动点定理在研究这些方程的解的存在性方面起着十分重要的作用
[ 1�8]

.

设 X 是 Banach空间, D 为X 的一个开子集,记 �D 和 D分别为 D 的闭包和边界.

定义[ 1] � 映射 A : D ! X �X 称为局部 k�强伪压缩的( k> 0) , 如果对于任意 x  D,存在一个邻域

U, 使得

(�- k) !u - v ! ∀ !(�I - A ) ( u) - (�I - A ) ( v ) !, � � ∀u, v  U, � �> k. (1)

上式中, I 为恒等算子.当 k< 1时,称 A 为局部强伪压缩映射;当 k= 1时,称 A 为局部伪压缩映射.

2 � 主要结果

首先,我们给出 Banach 空间中局部强伪压缩映射的一个基本不动点定理.

命题 1 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, A : �D �X 为连续的局部强伪压缩映射,并且

存在 x 0   D, 使得

Ax - x 0 # �( x - x 0) , � � ∀x   D, � �> 1,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.由命题 1立即有

引理 1 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,满足

Ax # �x , � � ∀x   D, � �∃ 1. (2)

则 A 在D 上至少有一个不动点.由引理 1可以得到, Banach空间中局部强伪压缩映射的若干新不动点

定理.

定理 1 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且存在  > 1, !∃0,使得

!Ax - x ! ∃ !Ax ! + ! !x !- !
- !x ! 

, � � ∀x   D, (3)

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.
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� � 证明 � 若算子 A 在 D 上没有不动点,下面用反证法证明满足引理 1中条件( 2) .即若不然, 则存在

x 0   D以及 ∀0 ∃1, 使得 A x 0= ∀0 x 0 .容易看出 ∀0 > 1. 考察函数 f ( t)= ( t- 1)  - t
 + !+ 1, ∀ t ∃1. 由于

f%( t)=  ( t- 1)  - 1 - (  + !) t + !- 1 < 0, f ( t)在[ 1, & )上严格单调递减. 又当 t> 1时有 f ( t) < f ( 1) ,即

t
 + !- 1> ( t- 1)  对任意 t> 1成立, 注意!x 0 ! #0, ∀0> 1.于是,有

!Ax 0 - x 0 ! 
= !∀0x 0 - x 0 ! 

= ( ∀0 - 1)
 !x 0 ! 

<

( ∀
 + !
0 - 1) !x 0 ! + ! !x 0 !- !

= !∀0x 0 ! + ! !x 0 !- !
- !x 0 ! 

=

!Ax 0 ! + ! !x 0 !- !
- !x 0 ! 

,

此与式(3)矛盾,故由引理 1可知定理 1结论成立.证毕.

在定理 1的条件中分别取 != 0和  =
3
2 , !=

1
2 ,即可得到下面两个推论.

推论 1 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且存在  > 1, 使得

!Ax - x ! ∃ !Ax ! 
- !x ! 

, � � ∀x   D ,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

注 1 � 在推论 1中,令  = 2,即得局部强伪压缩映射的 Altman定理(见下文推论 11的条件( 3) ) .

推论 2 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且满足下列条件.存在  > 1, 使得

!Ax - x !3/ 2 !x ! 1/ 2 ∃ !Ax !2
- !x ! 2

, � � ∀x   D,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

定理 2 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且存在  > 1, !∃0,使得

!Ax + x ! + ! ∀ !Ax ! !x !!
+ !x ! + !

, � � ∀x   D, (4)

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

证明 � 若算子 A 在 D 上没有不动点,下面用反证法证明 A 满足引理 1中条件(2) . 即若不然,则存

在 x 0   D 以及 ∀0 ∃1,使得 A x 0= ∀0 x 0 .容易看出 ∀0> 1.考察函数 f ( t )= ( t+ 1)
 + !

- t
 
- 1, ∀ t ∃1.由

于 f%( t)= ( + !) ( t+ 1)  + !- 1-  t - 1> 0, f ( t)在[ 1, & )上严格单调递增.又当 t> 1时有 f ( t ) > f (1) ,即

t
 + 1< ( t+ 1)  + !对任意 t> 1成立,注意 !x 0 ! # 0, ∀0> 1.于是, 有

!Ax 0 + x 0 ! + !
= !∀0x 0 + x 0 ! + !

= ( ∀0 + 1)  + ! !x 0 ! + !
>

( ∀
 
0 + 1) !x 0 ! + !

= !Ax 0 ! !x 0 !!
+ !x 0 ! 

,

此与式(4)矛盾,故由引理 1可知定理 2结论成立.证毕.

在定理 2的条件中分别取 != 0;  = 1, != 1和  =
3
2
, !=

1
2
, 则可得如下 3个推论.

推论 3 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且存在  > 1, 使得

!Ax + x ! ∀ !Ax ! 
+ !x ! 

, � � ∀x   D,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

推论 4 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且满足下列条件

!Ax + x !2 ∀ !Ax !2
+ !x !2

, � � ∀x   D,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

推论 5 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且满足下列条件

!Ax + x !2 ∀ !Ax !3/ 2 !x ! 1/ 2
+ !x !2

, � � ∀x   D,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

定理 3 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映
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射,并且存在  ∃1, !> 0(或  > 1, !∃0) ,使得

!Ax - x ! !x !! ∃ !Ax 0 ! !Ax + x !!
- !x ! + !

, � � ∀x   D, (5)

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

证明 � 若算子 A 在 D 上没有不动点,下面用反证法证明 A 满足引理 1中条件(2) . 即若不然,则存

在 x 0   D及 ∀0 ∃1,使得 A x 0= ∀0x 0 .易得出 ∀0> 1.考察函数 f ( t )= ( t- 1)  - t
 
( t+ 1) !+ 1, ∀ t ∃1.

由于 f %( t )=  ( t- 1)  - 1-  t - 1
( t+ 1) !- !t ( t+ 1) !- 1 ∀ 0( < 0) , f ( t )在[ 1, & )上严格单调递减. 又当 t>

1时有 f ( t)< f (1) = 1- 2!< 0( ∀ 0) ,即( t- 1)  < t
 
( t+ 1) !- 1对任意 t> 1 成立,注意!x 0 ! # 0, ∀0>

1.于是,有

!Ax 0 - x 0 ! !x 0 !!
= !∀0 x 0 - x 0 ! !x 0 !!

=

( ∀0 - 1)
 !x 0 ! + !

< ( ∀
 
0( ∀0 + 1)

!
- 1) !x 0 ! + !

=

!Ax 0 ! !Ax 0 + x 0 !!
- !x 0 ! + !

,

此与式(5)矛盾,故由引理 1可知定理 3结论成立.证毕.

在定理 3的条件中, 分别取  = 1和  = 1, != 1, 即可得到下面 2个推论.

推论 6 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且存在 !> 0,使得

!Ax - x ! !x 0 !! ∃ !Ax ! !Ax + x !!
- !x !!+ 1

, � � ∀x   D,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

推论 7 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且满足下列条件

!Ax - x ! !x ! ∃ !Ax ! !Ax + x ! - !x ! 2
, � � ∀x   D,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

定理 4 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且存在  > 1, !∃0,使得

!Ax + x ! + ! ∀ !Ax - x ! !x !!
+ !Ax !! !x ! 

, � � ∀x   D, (6)

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

证明 � 若算子 A 在 D 上没有不动点,下面用反证法证明 A 满足引理 1中条件(2) . 即若不然,则存

在 x 0   D以及 ∀0 ∃1,使得 A x 0 = ∀0x 0 .容易看出 ∀0> 1. 考察函数

f ( t) = ( t + 1)  + !- ( t - 1)  - t
!
, � � ∀ t ∃ 1.

由于 f %( t )=  [ ( t+ 1)
 + !- 1

- ( t- 1)
 - 1

] + ![ ( t+ 1)
 + !- 1

- t
!- 1

] > 0, f ( t)在[ 1, & )上严格单调递增.又

当 t> 1时有 f ( t )> f (1) , 即( t+ 1)
 + !

> ( t- 1)
 
+ t

!
对任意 t> 1成立,注意 !x 0 ! # 0, ∀0> 1.于是,有

!Ax 0 + x 0 ! + !
= !∀0x 0 + x 0 ! + !

= ( ∀0 + 1)
 + ! !x 0 ! + !

>

( ( ∀0 - 1)
2
+ ∀

!
0 ) !x 0 ! + !

= !∀0 x 0 - x 0 ! !x 0 !!
+ !∀0x 0 !!!x 0 ! 

=

!Ax 0 - x 0 ! !x 0 !!
+ !Ax 0 !!!x 0 ! 

,

此与式(6)矛盾,故由引理 1可知定理 4结论成立.证毕.

在定理 4的条件中分别取 != 0;  = 1, != 1和  =
3
2
, !=

1
2
,即可得下面 3个推论.

推论 8 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且存在  > 1, 使得

!Ax + x ! ∀ !Ax - x ! 
+ !x ! 

, � � ∀x   D,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

推论 9 � 设 X 是 Banach空间, D为X 的一个开子集, � D.若 A: �D �X 为连续的局部强伪压缩映

射,并且满足下列条件

!Ax + x !2 ∀ !Ax - x !2
+ !x ! 2

, � � ∀x   D,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

推论 10 � 设 X 是 Banach 空间, D 为X 的一个开子集, � D. 若 A : �D �X 为连续的局部强伪压缩
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映射,并且满足下列条件

!Ax + x !2 ∀ !Ax - x !3/ 2 !x ! 1/ 2
+ !Ax !1/ 2 !x !3/ 2

, � � ∀x   D,

则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

由推论 1, 4, 7和 9,可以立即得到下面的推论(证明从略) .

推论 11 � 设 X 是 Banach 空间, D 为X 的一个开子集, � D. 若 A : �D �X 为连续的局部强伪压缩

映射, 并且满足下列8个条件之一. (1) !A x ! ∀ !x ! , ∀x   D . ( 2) !A x ! ∀ !A x- x ! , ∀x  
 D. (3) !x- Ax ! 2 ∃ !A x !2 - !x !2

, ∀x   D. ( 4) !A x+ x ! ∀ !A x ! , ∀x   D. ( 5) !A x+

x ! ∀ !x ! , ∀x   D . (6) !Ax + x ! ∀ !A x - x ! , ∀x   D. ( 7) !A x ! ! Ax + x ! ∀ !x !2
,

∀x   D. ( 8) !A x ! !A x+ x ! ∀ !A x- x ! !x !, ∀x   D . 则 A 在 �D 上至少有一个不动点.

注 2 � 推论 11的条件( 1) ~ ( 3)分别是局部强伪压缩映射的 Roth 定理、Petryshyn 定理和 Altman

定理;而推论 4, 7, 9和推论 11( 4) ~ ( 8)则是这些定理的有益补充.
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Abstract: � In this paper, based on a basic r esult on local strong pseudo�contraction, some new fix ed point theor ems for

local st rong pseudo�cont raction ar e obtained. As a r esult , the famous Altman%s theorem, Ro th% s theo rem and Petr yshyn

theo rem fo r such class of mapping s are obtained and generalized.
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