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Albrecht五层显式格式的破译
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摘要: � 利用加耗散项的方法, 重新构造了解四阶杆振动方程的 Albrecht 五层显式差分格式, 并证明其局部

截断误差阶为 O(�2 + h2 + (
�
h

) 2 ) , 且是绝对稳定的.进而说明利用这种方法构造的同类格式是唯一的,它就

是 A lbrecht格式.
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在实际问题中, 特别是弹性体振动问题, 经常遇到要解四阶杆振动方程.从数学上说,它可以化为解

四阶抛物型偏微分方程
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�x 4 = 0. (1)

1960年, � !∀#∃%
[ 1]
介绍了 Albrecht

[ 2]
于1957年提出的解四阶杆振动方程(1)的一个五层显式差分格式
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并指出其截断误差阶为 O( h
2
) , 虽是显式格式却是绝对稳定的.他也指出该格式中出现五层上的值(代

替三层) ,这是它的重大缺点.其中, �为时间 t 的步长, h为空间 x 的步长.长期以来, 如何构造 Albrecht

五层格式的,如何证明格式的稳定性,以及是否存在其他的五层显式绝对稳定的差分格式,一直困扰着

研究者.本文利用加耗散项的方法,重新构造了解四阶杆振动方程( 1)的 Albrecht五层显式差分格式,

并指出,当 �= O( h
2
)时,其局部截断误差阶为 O(�2+ h

2+ (
�
h

)
2
) = O( h

2
) ,即达到二阶精度,且它是绝对

稳定的.文中进一步说明,利用这种方法构造的格式的局部截断误差阶为 O(h
2
) , 且绝对稳定的五层显

式格式是唯一的,此即 Albrecht格式.至于可否利用其他方法,构造新的五层绝对稳定显式格式,则有

待进一步研究.

1 � 差分格式的构造

在方程(1)的右端加入耗散项- &
�4

h
4
�4

u
�t4 ,使之成为
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�t4 , � � &> 0. (3)

上式中, &为待定参数. 加以离散化,构造出五层显式差分格式为
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式中, ∋
2
x , ∋

2
2x , ∋

2
2t和 ∋

4
t 分别为表示空间 x 及时间 t 的中心差分算子,即
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通过适当选取参数 &,可获得具有较好稳定性的差分格式.

在点( j h, n�)处进行 T aylor 展开,可得(为简便计, 右端项略去上、下标)
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由式(7)易得
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于是,利用式(6) , (8) , (9) ,以及方程(1) ,可得格式(4)的截断误差为
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注意到,杆振动方程网格比 r=
�
h

2 , 即 �= O(h
2
) .因此, 格式( 4)的截断误差阶实际为
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2 � 稳定性分析

为研究差分格式(4)的稳定性,需要如下引理.

引理[ 3] � 实系数四次方程
x

4
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3
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2
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的 4个根按模小于等于 1的充要条件: ( 1) | p+  r| � 1+ q+ e; (2) | 3p+  r | � 4+ 2q; ( 3) | 3p | � 6+ q;
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下面,用 Fo urier 方法 [ 4]讨论差分格式(4)的稳定性.令 u
n
j = (neij)

, ( i2= - 1, | )| < ∗)代入方程( 4) ,

得到形如式 ( 12)的四次方程传播矩阵的特征方程, 其中系数 p =  r =
- 16&r 2+ 32r2 sin2
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综上所述, 当且仅当 &= 1时,引理成立.即对任意 r> 0, Von Neum ann条件成立.于是有

定理 � 当且仅当 &= 1,且 �= O(h
2
)时, 五层显式差分格式( 4)至少在 Forsythe�W asow 意义下 [ 5]绝

对稳定.

3 � 释疑

由上述讨论,便容易回答本文开头所提的两个问题! (1) 当 &= 1时,格式(4)为
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对它稍加变形, 便可以知道它就是 Albrecht五层显式格式(2) . (2) 当 �= O(h
2
)时, 式(3)右端的耗散项
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) , 它对格式( 4)的截断误差阶并不起显著影响. 引入耗散项的目的在于提

高格式的稳定性.由稳定性定理可知,仅当 &= 1时的格式(4) (也即 Albrecht格式)绝对稳定.因此,用

这种方法构造的截断误差阶为 O(h
2
)且绝对稳定的,五层显式格式是唯一的,即 Albrecht格式.

4 � 数值例子

考虑杆振动方程初边值问题

�2
u

�t2 +
�4

u
�x 4 = 0, � � 0 � x � ∗, t > 0,

u( x , 0) = sinx , u t ( x , 0) = 0, � � 0 � x � ∗,

u( 0, t ) = u(∗, t) = uxx ( 0, t ) = uxx (∗, t ) = 0, � � t > 0.

其精确解为u( x , t)= sin xco s t. 取h= ∗
20

, �= rh
2
, r= 1

4
, 1, 4,按 Albr echt 格式进行计算到n= 1 000,并

与精确解列表比较,如表 1所示. 由于对称性, 仅列出[ 0, ∗
2
]的部分结果. 其中, 初边值条件: ( 1) 由于
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Albr echt 格式是五层格式,除初始两层网格函数值 u
0
j 及u

1
j 按初始条件离散化计算外,应用其他方法先

计算第 2及第 3层网格函数值 u
2
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j .为简便计,这里 u
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j 均按精确值计算. ( 2) 边界值按

中心差分离散, 即有 u
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18 ,等等.数值结果表明,理

论分析是正确的.

表 1� A lbr echt 格式数值表

T ab. 1� T he numerical results for A lbrecht scheme

r x 精确解 Albrecht 格式解

1
4

3∗/ 20 � 45. 100 831 ∀ 10- 2 44. 975 571 ∀ 10- 2

6∗/ 20 � 80. 370 269 ∀ 10- 2 80. 147 054 ∀ 10- 2

9∗/ 20 � 98. 120 037 ∀ 10- 2 97. 847 525 ∀ 10- 2

1

3∗/ 20 � 40. 705 491 ∀ 10- 2 21. 260 248 ∀ 10- 2

6∗/ 20 � 72. 537 717 ∀ 10- 2 37. 886 039 ∀ 10- 2

9∗/ 20 � 88. 557 666 ∀ 10- 2 46. 253168∀ 10- 2

4

3∗/ 20 - 11. 852 071 ∀ 10- 2 39. 437 343 ∀ 10- 2

6∗/ 20 - 21. 120 546 ∀ 10- 2 70. 277 860 ∀ 10- 2

9∗/ 20 - 25. 785 017 ∀ 10- 2 85. 798 721 ∀ 10- 2
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Uncovering the Albrecht Five�Layer Explicit Difference Scheme

SH AN Shuang�rong, ZENG Wen�ping

( Department of M athemat ics , H uaqiao University, Qu anz hou 362021, China)

Abstract: � T he A lbrecht fiv e� layer explicit difference scheme for so lv ing fo ur order r od vibrat ion equatio n is r eco nstr uc�

ted by intr oducing dissipativ e term. I t is prov ed that the o rder of local tr uncatio n err or is O(�2 + h2+ (
�
h

) 2 ) , w hich is ab�

so lutely st abilit y. It is sho wn that the schemes a re unique by using t his metho d.
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