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给定复伸张单叶调和映照的面积偏差

黄心中

(华侨大学 数学系, 福建 泉州 362021)

摘要: � 研究单位圆到自身内给定复伸张函数的单叶调和映照的面积偏差性质, 得到精确的像区域面积上下

限估计表达式, 改进了由 H engar tner 和 Schober得到的相应结果.
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1 � 预备知识

设 D是复平面C 上的单连通区域边界不止一点, 著名的 Riem ann 映照定理表明: 对于 w 0 � D 存

在唯一单位圆 U= { z  z | < 1}到 D上的单叶解析映照 �( z ) , 使得 �(0)= w 0 , �!(0)> 0. 从区域面积的

角度而言, 若 D= U, 则在 U到自身上的单叶解析映照类中是面积保持的. 该性质对单位圆 U 上的单

叶调和函数类有何变化, 受到不少学者的关注. H eng artner和 Scho ber 在文[ 1]中研究了下列方程的解

f �z = a( z ) f z (1)

式中, a( z )为单位圆 U上的解析函数, 满足| a( z ) | < 1,称 a( z )为 f ( z )的复伸张函数.

H engartne和 Schober在文[ 1]中证明了: 如果复伸张函数 a( z ) = ei�
(
z- z 0)
1- �z 0z

)
m
, 则不存在 U 到自

身上的同胚调和映照解. 并称同胚调和映照 f ( U) ! D, f ( U) ∀ D 具有衰退性质; 如果  a( z )  # =

supU | a( z ) | < 1, 则衰退不会发生,即,仅当  a( z )  # = supU | a( z ) | = 1 时,衰退才会发生. 同胚调和

映照衰退性质的产生, 引起对同胚调和映照的偏差性质、几何特征、像面积估计等的研究[ 2�4]
.

设 f ( z )是单位圆 U= { z  z | < 1}到自身内的单叶调和函数, 有

f ( z ) =  
#

n= 0
anz

n
+  

#

n= 1
bnz

n
, � � z � U. (2)

令

M2 = lim
r∃ 1

1
2!%

2!

0
| f ( r ei∀

) |
2d∀= | a0 |

2
+  

#

n= 1
( | an |

2
+ | bn |

2
) ,

用 A 表示 f ( U)的面积, 则

A = �D( | f z |
2
- | f �z |

2
)dx dy = ! 

#

n= 1
n( | an |

2
- | bn |

2
) .

文[ 1]证明了

定理 A � 设 f ( z )=  
#

n= 0
anz

n+  
#

n= 1
bnz

n是方程f �z = ei�
z

m
f z 的解, �为实数, m 为正整数. 则

A & 1
2
m![ M 2 - | a0 |

2
- | a1 |

2 m
2

(1 + m)
2 ] , (3)

其中,等号由 f ( z )= z + e
- i�∋ 1

m+ 1 ∋ z
m+ 1
所达到. 此外, 若 f 不恒为 0, 则
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1
2
m!# 2 & 1

2
m! f  2

# . (4)

由定理 A , 可得到以下推论

推论 A � 对于任一实数 �, 设 f ( z )是方程f �z = ei�
z f z 的单叶解, 满足条件( 1) f (U) ! U,以及条件

(2) lim
r∃ 1

| f ( r e
i∀
) | = 1, 对几乎处处的 ∀� [ 0, 2!]成立. 则 A & !

2
-

27
32!

(1. 302.

Duren 在文[ 5]再次提到上述关于单叶调和函数的衰退问题, 有如下猜测 

设 f ( z ) = h( z )+ g( z )是单位圆 U到自身内的单叶调和映照, 这里 h( z ) =  
#

n= 0
anz

n
, g( z ) =  

#

n= 1
bnz

n

为单位圆 U上的解析函数, 满足f �z ( z )= z f z ( z ) ,记 A 为 f ( U)的面积,则 A & 3 3
4

. 极值函数由下列函

数所达到

f 1( z ) =
1

2!%
5!
3

- !
3

ei∃(∀) Re[ e
i∀
+ z

e
i∀
- z

] d∀ 

式中, ∃(∀)=
2!k

3
 对于(2k- 1)!

3
< ∀<

( 2k+ 1)!
3

, k= 0, 1, 2.

本文进一步研究上述关于单位圆到自身内单叶调和映照的衰退性质, 得到该类单叶调和映照像区

域面积上下限的精确估计表达式. 作为应用, 可得满足上述猜测单叶调和映照的像区域面积严格小于

!
2 -

27
32!. 此外, 我们还得到一般情况的相应结果.

2 � 主要结果及其证明

针对以上猜测, 我们首先证明

定理 1 � 设 f ( z ) = h( z ) + g( z )是单位圆 U 到自身内的单叶调和映照, h( z ) =  
#

n= 0
anz

n
, g ( z ) =

 
#

n= 1
bnz

n为单位圆 U上的解析函数, 满足f �z = ei�
z f z , �为实数. 用 A 表示 f ( U)的面积, 则
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等号的左边由 f 0( z )= 2
3
z+ 1

3
e- i�∋�z 2 达到, 等号的右边由 f 1( z ) =
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, 对于
( 2k- 1)!
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, k= 0, 1, 2.此外, 若 f ( z )还满足条件: lim
r ∃ 1

| f ( r ei∀
) | = 1,

对几乎处处的 ∀� [ 0, 2!]成立, 则

A <
!
2
-

27
32!

( 1. 302. (6)

� � 定理 1的证明. 设 f ( z )表示为

f ( z ) = h( z ) + g ( z ) =  
#

n= 0
anz

n
+  

#

n= 0
bnz

n
, � � z � U. (7)

由条件f �z = ei�
z f z ,通过比较系数,可得到 b1= 0, bn+ 1= e

i�
n

( n+ 1)
an , n= 1, 2, ). 令
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由于 f ( U) ! U, 则 M2 & 1, 即

| a0 |
2
+  

#
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[ 1 + (

n
1 + n

)
2
] | an |

2 & 1. (8)

另一方面, f ( U)的面积 A 可表为

A = �U( | h!( z ) |
2
- | g!( z ) | 2

)dxdy = ! 
#

n= 1

n
n + 1

| an |
2
,

由式(8) , 得
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从而, 有
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(5)式得到了证明.

进一步,若 f ( z )还满足条件: lim
r∃ 1

| f ( rei∀
) | = 1,对几乎处处的∀� [ 0, 2!]成立.对于 f ( z )=  

#
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,当 an= 0, 2, 3, ), 根据式(8) , 可得| a1 | 2 & 4
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若至少存在一个 k0 ∗2, 使得 ak0 ∀0, 正如文[ 1]所证, 利用 H all不等式
[ 3]
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综合式(9) , ( 10) , 式(6)得到证明.

不等式(5)达到等号的证明. 对于式(5)的左边, 容易看出, f 0 ( z )=
2
3
z +

1
3

e- i��z 2 满足定理 1 的条

件, 且 f 0( U)的面积 A 0 =
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=
!
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.对于式(5)的右边,取函数 f 1( z ) =
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, k= 0, 1, 2.由文[ 5]可知, f 1 ( z )把单位圆 U单叶调和映

照成单位圆 U内以顶点为 1, ex p( i !
3
) , ex p( i 2!

3
)的正三角形区域, 满足 ∀f 1�z = z f 1z ,且
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要证明式(5)右边的等号可达到等价于证明式(8)右边的等号可达到, 对于单叶调和函数 f 1( z ) ,有
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这就证明了式( 5)是精确的不等式. 以上的证明, 我们可得以下几个有趣的级数和,
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定理 1证毕.

类似定理 1的证明, 我们可得到

定理 2 � 设 f ( z )= h( z ) + g ( z )是单位圆 U 到自身内的单叶调和映照, h ( z ) =  
#

n= 0
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n
, g ( z ) =

 
#

n= 1
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n为单位圆 U上的解析函数, 满足 ∀f �z = ei�
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f z , �为实数 用 A 表示 f ( U)的面积,则
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等号的左边由 g0( z )=
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对几乎处处的 ∀� [ 0, 2!]成立,则

A < !-
3
!
. (12)

采用上述的记号,我们还可得到

定理 3 � 设 f ( z )=  
#

n= 0
anz

n+  
#

n= 1
bnz

n是满足方程f �z = ei�
z

m
f z 且定义在单位圆 U上的调和解 这里,
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m!
m+ 1

| a1 |
2 & A & 1

2
m![ M2 - | a0 |

2
-

m
2

(1+ m)
2 | a1 |

2
] , (13)

等号由 f 3( z )= z + e
- i� 1

m+ 1
z
m+ 1
所达到.

定理 3的证明. 设 f ( z )表示为

f ( z ) = h( z ) + g ( z ) =  
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n
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#
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类似定理 1的证明, 可得
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式(13)得到了证明. 容易验算, 函数 f 3( z )= z+ e
- i� 1

m+ 1
z
m+ 1
满足定理 2的条件, 且 A=

m!
m+ 1

使得式

(13)成为等式.

定理 3证毕.

参考文献:

[ 1] � H ENG AR T N ER W , SCH OBER G. H armo nic mapping s w ith g iven dilatatio n[ J] . J Lo ndon M ath Soc, 1986, 33

( 2) : 473�483.

[ 2] � CLU NI E J, SH EIL SM AL L T . Har monic univalent functions[ J] . Ann Acad Sci Fenn Ser , 1984, 9: 3�25.

[ 3] � H AL L R R. On an inequalit y of E. Heinz[ J] . J Analyse M ath, 1983, 42: 185�198.

[ 4] � H ENG AR T N ER W, SCH OBER G. U nivalent har monic functio ns[ J] . T rans Amer M ath So c, 1987, 299( 1) : 1�31.

[ 5] � DU R EN P. H armonic mapping s in the plane[ M ] . L ondo n: Cambr idg e U niv P ress, 2004. 57�135.

Area Distortion for Univalent Harmonic Mappings

with Given Dilatation

H UANG Xin�zhong

( Department of M athemat ics , H uaqiao University, Qu anz hou 362021, China)

Abstract: � In this paper, area distor tio n pro per ties for univ alent harmo nic mapping s from open unit disk into itself w ith

giv en dilatation is consider ed. Shar p for ms of upper and lo wer bound for the image area are obtained. Our results improv e

the o ne made by Heng artner and Schober.
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