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区间上拟对称函数的延拓定理
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摘要: � 探索区间上的 K�拟对称函数可延拓成整个实轴R 上拟对称函数的条件,并对其拟对称的偏差界限作

进一步的估计,得到比 Leht o和 Vir tanen 研究相应问题更好的结果. 作为应用,文中还进一步估计化分段拟对

称函数为整体拟对称函数的偏差.
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1 � 预备知识

设 f ( z )是上半平面 H 到自身的 K �拟共形映照, Beurling 等[ 1]证明了 f ( z ) | z � R= h( x )是实轴 R到

R上的 M�拟对称函数, 其中, K 仅与 M 有关.针对这一重要结果, Lehto 等 [ 2]引入了区间 I 上 ��拟对称
函数的概念,并研究了将其延拓到实轴 R的条件� 本文利用对称性, 在文[ 2]的基础上, 对拟对称偏差

做出更好的估计,得到下列定理.

定理 1 � 设 �( x )为区间[ 0, 1]上的严格增加连续函数, �(0)= 0, �( 1) = 1, 且 �( x )为[ 0, 1]上的 K�
拟对称函数,则可以把 �( x )连续延拓成 R上的 M�拟对称函数.这里, M = ( K + K

2
)

4
.

在研究分段拟对称函数化成整体拟对称函数的问题中,文[ 4�5]分别得到一些整体拟对称函数的偏
差估计� 利用本文的方法,可改写成下列的定理.

定理 2 � 设 M  1, f ( x )为[ - 1, M]上的实值严格增加连续函数, f (0) = 0� 如果 f ( x )为区间[ - 1,

0] , [ 0, M]上的 K�拟对称函数,且对于 0< t< 1, 1
K 1
! f ( t)
| f (- t) |

! K 1 成立,则 f ( x )是[ - 1, M ]上的 K 2 �

拟对称函数.这里, K 2= K 1 K (1+ K ) .

引理 � 设 �( x )为区间[ 0, 1]上的严格增加连续函数, �(0) = 0, �( 1)= 1,且 �( x )为[ 0, 1]上的 K�拟

对称函数.令  �( x )=
�( x ) , 0 ! x ! 1,
- �(- x ) , - 1 ! x ! 0,

则  �( x )为[ - 1, 1]上的 K 1�拟对称函数� 这里, K 1= K
2 +

K . 为方便起见,  �( x )仍记为 �( x )

证明 � 设- 1< x- t< 0 ! x< x+ t< 1,我们分别讨论以下两种情况.

( ∀) - 1< x - t< 0 ! x <
t
2
< x + t < 1. 此时, 有 0 < x < t- x < x + t< 1,

�( x+ t) - �( x )
�( x ) - �( x- t)

=

�( x+ t)- �( x )
�( x )+ �( t- x )

.因为, �( x ) 为 [ 0, 1] 上的 K�拟对称函数, t - x ,
t
2 , x � [ 0, 1] , 所以有

1
K
!

�( t- x )- �(
t
2
)

�(
t
2
) - �( x )

! K .由此可以得到不等式
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(1 + K ) �( t
2
) - K �( t - x ) ! �( x ) ! (1+ 1

K
) �( t

2
) -

1
K
�( t - x ) . (1)

同理,由
1
K
! �( x+ t )- �( t)
�( t)- �( t- x )

! K , t- x , t, x+ t � [ 0, 1] , 可以得到

(1+ 1
K

) �( t) -
1
K
�( t - x ) ! �( x + t) ! (1+ K ) �( t ) - K�( t- x ) . (2)

由式(1) , (2)可得

(1 +
1
K

) [ �( t) - �( t
2
) ] ! �( x + t) - �( x ) ! ( 1+ K ) [ �( t ) - �( t

2
) ] . (3)

再由 �( t- x ) + �( x ) ! �( t- x )+ K �( x ) ! (1+ K ) �( t
2
) , 以及 �( t- x )+ �( x )  �( t- x )+ 1

K
�( x )  

(1+
1
K

) �(
t
2
) ,可得

( 1+
1
K

) �(
t
2
) ! �( t - x ) + �( x ) ! ( 1+ K ) �(

t
2
) . (4)

由式(3) , (4)可以得到

1
K

2 !
(1 +

1
K

) [ �( t) - �( t
2
) ]

(1+ K ) �(
t
2
)

! �( x + t) - �( x )
�( x ) - �( x - t)

!
(1 + K ) [ �( t) - �( t

2
) ]

( 1+
1
K

) �(
t
2
)

.

再利用

1/ K ! [ �( t) - �( t
2
) ] / [�( t

2
) - �( 0) ] ! K , (5)

则有 1/ K
2 ! [ �( x+ t) - �( x ) ] / [ �( x ) - �( x- t ) ] ! K

2
. ( #) - 1< x- t< 0<

t
2
! x < x+ t< 1.此时,

有 0< t- x < x ! x+ t< 1.因为 1/ K ! [ �( x ) - �(
t
2
) ] / [ �(

t
2
)- �( t- x ) ] ! K ,所以有

(1 +
1
K

) �( t
2
) -

1
K
�( t - x ) ! �( x ) ! (1 + K ) �( t

2
) - K �( t - x ) . (6)

由式(6)可知,有

( 1+ 1
K

) �( t
2
) ! �( x ) + �( t- x ) ! ( 1+ K ) �( t

2
) . (7)

� � 下面, 估计 �( x+ t) - �( x )的上下界. 因为 t
2
< x< t ,所以有 x< x+ t

2
� 由 �( x )的单调性可以知道,

�( x+ t )- �( x )  �( x+ t) - �( x+ t
2

) , 又因为 1/ K ! [ �( x - t )- �( x+ t
2

) ] / [ �( x+ t
2

) - �( 0) ] ! K , 所以

�( x+ t )- �( x )  �( x + t )- �(
x+ t
2

)  1
K
�(

x+ t
2

)  1
K
�( x )  1

K
�(

t
2
) .另一方面,由于 1/ K ! [ �( x+ t)

- �( t) ] / [ �( t )- �( t- x ) ] ! K , 所以(1+
1
K

) �( t )-
1
K
�( t- x ) ! �( x+ t ) ! (1+ K ) �( t )- K �( t- x ) .且

�( x+ t )- �( x ) ! ( 1+ K ) �( t )- ( 1+
1
K

) �(
t
2
) - ( K -

1
K

) �( t- x ) ! (1+ K ) �( t) - (1+
1
K

) �(
t
2
) . 综上

所述,有

1
K
�( t

2
) ! �( x + t) - �( x ) ! (1 + K ) �( t ) - (1 +

1
K

) �( t
2
)� (8)

由式(7) , (8)可知

1
K
�( t

2
)

(1+ K ) �( t
2
)
! �( x + t) - �( x )
�( x ) - �( x - t)

!
(1 + K ) �( t) - ( 1+ 1

K
)�( t

2
)

( 1+ 1
K

) �( t
2
)

.

即可得
1

K (1+ k)
! �( x+ t)- �( x )
�( x )- �( x- t )

! K (1+ K )- 1.所以, K 1 = max{ K+ K
2
, K + K

2
- 1, K

2
}= K + K

2
,
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�( x )为[ - 1, 1]上的 K 1 �拟对称函数. 引理证毕.

2 � 主要定理的证明

利用引理, 我们来证明本文的主要结果.

定理 1的证明. 我们对 �( x )进行延拓.先令  ( x )=
�( x ) , 0 ! x ! 1,

- �(- x ) , - 1 ! x ! 0,
再对任意的 x � R,设 x

= 2m+ t( - 1 ! t ! 1, m 为整数) ,  �( x )=  �( 2m+ t)= 2m+  ( t ) , 可以得到 R上的连续增加奇函数  �( x )
� 方便起见,  �( x )仍记为 �( x ) .证明分 4个步骤.

(1) 由引理可以证明 �( x )为[ 0, 2]上的 K 1 �拟对称函数� 因为,在区间[ 0, 1] , [ 1, 2]上的 �( x )都为

K�拟对称函数. 令 �( x )= �( x+ 1)- 1(- 1 ! x ! 1) ,则在区间[ - 1, 0] , [ 0, 1]上, �( x )都为 K�拟对称函
数.又因为 �(0) = 0, �( 1)= 1, �(- x )= �(1- x ) - 1= 1- �(1+ x ) = - �( x ) (0 ! x ! 1) . 由引理可以知

道, �( x ) 为区间 [ - 1, 1 ] 上的 K 1 = K + K
2�拟对称函数. 所以对于 x , x ∃ t � [ 0, 2] , 有

1
K 1
!

�( x+ t)- �( x )
�( x )- �( x- t)

�( x- 1+ t)- �( x- 1)
�( x- 1)- �( x- 1- t )

! K 1 . 即 �( x )为[ 0, 2]上的 K 1 �拟对称函数.

(2) 对于 0< t ! 1
2
及 x � R, 证明 1

K 1
! �( x + t) - �( x )
�( x )- �( x- t)

! K 1� 因为 x � R,不妨设 x= 2k+ !, - 1 ! !

! 1, k为整数. ( i) 当
- 1
2
! !! 1

2
时. 因为

�( x+ t )- �( x )
�( x )- �( x - t)

=
�(2k+ !+ t )- �(2k+ !)
�(2k+ !)- �(2k+ !- t )

=
�(!+ t )- �( !)
�(!)- �( !- t )

,

而- 1
2
! !+ t ! 1, - 1 ! !- t ! 1

2
. 由引理知道 1

K 1
! �( !+ t)- �(!)
�( !)- �(!- t)

! K 1 . ( ii) 当- 1 ! !! - 1
2
时. 此时有

�( x+ t)- �( x )
�( x )- �( x- t)

=
�( !+ t)- �( !)
�( !)- �( !- t)

=
�( !+ 2+ t )- �( !+ 2)
�( !+ 2)- �( !+ 2- t )

.因为 1 ! !+ 2 ! 3
2
, 1 ! !+ 2+ t ! ,

1
2
! !+ 2

- t ! 3
2
, 由第 1 步可知

1
K 1
! �(!+ 2+ t)- �(!+ 2)
�(!+ 2)- �(!+ 2- t)

! K 1 . ( iii) 当
1
2
! !! 1 时, 有

�( x+ t )- �( x )
�( x )- �( x - t )

=

�(!+ t) - �(!)
�(!) - �(!- t )

.因为 1
2
! !+ t ! 3

2
, 0 ! !- t ! 1,由第 1步可知,

1
K 1
! �(!+ t) - �(!)
�(!) - �(!- t)

! K 1 . 所以,对于 0

< t ! 1
2
及 x � R, 成立 1

K 1
! �( x+ t) - �( x )
�( x ) - �( x- t)

! K 1 .

(3) 当 0< t ! 2, x � R时,我们证明
1
K

4
1
! �( x+ t )- �( x )
�( x )- �( x- t )

! K
4
1 成立.对于 0< t ! 1, x � R,由第 2步

的结论有

�( x + t) - �( x +
t
2
) ! K 1 [ �( x +

t
2
) - �( x ) ] ! K

4
1 [ �( x ) - �( x -

t
2
) ] , (9)

�( x +
t
2
) - �( x ) ! K 1 [ �( x ) - �( x -

t
2
) ] ! K

2
1 [ �( x -

t
2
) - �( x - t) ] . (10)

将式(9) , (10)相加得
�( x+ t) - �( x )
�( x ) - �( x- t)

! K
2
1 .再由

�( x + t) - �( x +
t
2
)  1

K 1
[ �( x +

t
2
) - �( x ) ]  1

K
2
1
[ �( x ) - �( x -

t
2
) ] , (11)

�( x +
t
2
) - �( x )  1

K 1
[ �( x ) - �( x -

t
2
) ]  1

K
2
1
[ �( x -

t
2
) - �( x - t) ] (12)

相加,可得
�( x+ t) - �( x )
�( x ) - �( x- t)

 1
K

2
1
.跟上面讨论相同, 对于 0< t ! 2, x � R, 有 1

K
4
1
! �( x+ t )- �( x )
�( x )- �( x - t )

! K
4
1 .

(4) 当 t> 2, x � R时, 我们证明 1
2
! �( x+ t)- �( x )
�( x )- �( x- t)

! 2. 由于 t> 2,不妨设 t= 2m+ !, m 1为整

数, 0< !! 2.那么, �( x+ t )- �( x )= 2m+ �(!+ x )- �( x )  2m.另一方面, �( x + t ) - �( x ) = 2m+ �(!

+ x ) - �( x )  2m+ �( x+ 2)- �( x ) = 2m+ 2.同理, 有 �( x )- �( x- t )= �( x )+ �( t- x )= 2m+ �( x )-

�( x- !)  2m, �( x )- �( x- t)= 2+ �( x )+ �(!- x ) ! 2m+ �( x )+ �(2- x ) ! 2m+ 2. 所以, 2m ! �( x+
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t)- �( x ) ! 2m+ 2, 2m ! �( x ) - �( x - t ) ! 2m+ 2 ( m  1)� 上式说明, 当 t > 2 时,
1
2
! 2m
2m+ 2

!

�( x+ t )- �( x )
�( x )- �( x- r)

! 2m+ 2
2m

! 2.

综上所述, 对于任意的 0< t< % , x � R,有 1
M
! �( x + t) - �( x )
�( x )- �( x- t)

! M , M = max { ( K + K
2
)
4
, 2} = ( K

+ K
2
)
4
. 定理 1证毕.

设给定连续增加函数的定义域是一段关于原点的非对称区间[ - 1, M ] , M  1. f ( x )分别是[ - 1,

0] , [ 0, M]上的分段 K �拟对称函数, 文[ 2, 4�5]研究过把该分段拟对称函数化成整体拟对称函数的条
件. 利用引理的方法,可以证明定理 2. 即我们假设- 1< x- t< 0 ! x< x+ t< M, 然后分两种情况来进

行讨论�

( ∀) - 1< x- t< 0 ! x<
t
2
< x+ t< M� 由条件可得

( 1+
1
K

f ( t) -
1
K
f ( t - x ) ! f ( x + t) ! (1 + K ) f ( x ) - K f ( t- x ) , (13)

1
K

f ( t- x ) - (1+ 1
K

) f (
t
2
) ! - f ( x ) ! Kf ( t - x ) - (1 + K ) f (

t
2
) . (14)

将式(13) , (14)相加,得到

( 1+
1
K

) [ f ( t) - f (
t
2
) ] ! f ( x + t) - f ( x ) ! (1 + K ) [ f ( t ) - f (

t
2
) ] . (15)

1
K 1

f (
t
2
) ! f ( x ) - f ( x - t) ! K 1 (1+ K ) f (

t
2
)� (16)

由式(15) , (16)可得

1
K

2
K 1
! 1

K 1K

f ( t) - f (
t
2
)

f (
t
2
)

! f ( x + t ) - f ( x )
f ( x ) - f ( x - t)

! K 1( K + 1)
f ( t ) - f (

t
2
)

f (
t
2
)

! K 1K (1 + K ) .

� � ( #) - 1< x- t< 0< t
2
! x< x+ t< M .此时, 0< t- x ! x < x + t< M, 不等式 1

K
! f ( x+ t) - f ( t)

f ( t )- f ( t- x )

! K 成立, 即

(1 +
1
K

) f ( t) -
1
K
f ( t - x ) ! f ( x + t) ! (1 + K ) f ( t) - Kf ( t - x )�

同理,有

( 1+
1
K

) f (
t
2
) -

1
K

f ( t - x ) ! f ( x ) ! (1+ K ) f (
t
2
) - K f ( t- x ) . (17)

所以,有

f ( x + t) - f ( x ) ! (1+ K ) f ( t) - ( 1+
1
K

) f (
t
2
) . (18)

再利用
1
K
!
f ( x+ t)- f (

x+ t
2

)

f (
x+ t
2

) - f ( 0)
! K ,则

f ( x + t) - f ( x )  1
K

f (
x + t
2

)  f ( x )
K

 
f (

t
2
)

K
. (19)

由式(18) , (19)可知

1
K

f (
t
2
) ! f ( x + t) - f ( x ) ! (1 + K ) f ( t ) - (1 +

1
K

) f (
t
2
) . (20)

下面寻找 f ( x )- f ( x- t)的上下界. 由式(17)可知

(1 +
1
K

) f (
t
2
) -

1
K
f ( t - x ) - f ( x - t) ! (1 + K ) f (

t
2
) - K f ( t - x ) - f ( x - t)�
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由此可得(1+
1
K

) f (
t
2
)+ (

1
K 1

-
1
K

) f ( t- x ) ! f ( x )- f ( x- t ) ! ( 1+ K ) f (
t
2
)+ ( K 1+ K ) f ( t- x ) .

( a) 当 K 1  K 时,
1
K 1

-
1
K
! 0, f ( t- x ) ! f (

t
2
) . 所以,

(1 +
1
K 1

) f (
t
2
) ! f ( x ) - f ( x - t) ! ( 1+ K 1) f (

t
2
) , (21)

从而

1
K (1 + K 1)

! f ( x + t) - f ( x )
f ( x ) - f ( x - t)

! K 1 (1 + K ) .

( b) 当 K 1 ! K 时, 此时
1
K 1

-
1
K
 0,所以

( 1+
1
K

) f (
t
2
) ! f ( x ) - f ( x - t) ! (1 + K ) f (

t
2
) ,

再利用式(21)就得到

1
K (1 + K )

! f ( x + t) - f ( x )
f ( x ) - f ( x - t)

! K ( K + 1) - 1.

� � 综上所述, K 2 = max { K
2
K 1 , K 1 K ( K+ 1) , K 1( 1+ K ) , K (1+ K 1 ) , K ( 1+ K ) } = K 1K ( K+ 1) .定理

2证毕.

Heinonen等 [ 3]及文[ 4�5]都对定理 2的问题进行研究,最好的结果为 K 2 ! (1+ K ) KK 1+ K + K 1 .

显然,本文中的 K 2 是较好的估计.
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Abstract: � The interv al quasi�symmet ric function can be extended to t he w hole X ax is one is st udied, the better disto r�
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function that can be ex tended into the whole one.
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