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制造系统负荷配置的非线性优化
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摘要 � 基于排队理论, 建立制造系统负荷分配的非线性优化模型� 该模型以服务负荷为目标函数,包括关于

在制品状态的 3 个不等式约束.设计一种优化变量转换方法,并经适当的约束条件合并, 将该非线性模型转换

为凸优化模型.推导给出该凸优化模型对应的拉格朗日函数及 KKT 条件, 并引入凸优化内点法作为负荷分

配的有效计算工具.实例计算结果表明, 模型的优化结果能保证充分利用设备的生产能力及最低的在制品库

存,同时凸优化内点算法具有迭代次数少、收敛速度快的优点.实际应用中, 可以将非线性的复杂的优化问题

凸性化,从而得到其最优解.
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关于制造系统的负荷分配问题,已有很多研究报道.文�1 把负荷平衡作为负荷分配的目标函数,采

用线性规划方法求解� 文�2 应用改进极大消去法,以系统流通时间作为目标函数, 采用最速下降法为

计算工具,进行 FM S系统的负荷分配研究.由于排队模型考虑了系统中的各种随机因素, 能够细致描

述系统内部的各种复杂关系, 从而能从概率和统计的角度分析和优化制造系统的性能� 因此,本文首先

基于排队理论, 建立制造系统负荷分配的非线性的优化模型,然后,应用凸优化方法求解.

1 � 负荷配置优化模型的建立及求解

1. 1 � 负荷配置优化模型的建立
把待加工的在制品看成顾客, 设备看成服务台,则每一个工作站都可以视为一个随机服务的排队模

型� 定义 �i 为第 i 个工作站在制品的输入速率; �i 为第 i 个工作站设备的服务速率; W i 为第 i 个工作

站在制品的平均等待时间(包括加工时间) ; D i 为第 i 个工作站在制品的排队等待时间(不包括加工时

间) ; Qi 为第 i 个工作站排队的平均在制品数量.在这样的制造系统中, 假设不考虑设备故障因素,则系

统的负荷轻重, 即比值  
n

i = 1
!i ! ( �i / �i ) ( n为制造系统中的工作站数量, !i 为加权系数)的大小对系统的服

务质量影响较大.如果  
n

i = 1
!i ! ( �i / �i )太小,生产线处于饥饿状态, 设备的利用率太低; 反之,如果  

n

i= 1
!i !

( �i / �i )太大,又会导致排队等待加工的工件数量增加, 占用较多的存储空间, 造成存储费用的增长. 因

此,对制造系统的负荷  
n

i = 1
!i ! ( �i / �i )进行优化设计,使整个系统处于有序运行的最佳状态,在制造系统

的设计中就显得尤为重要.本文讨论的制造系统有 n个并行的工作站,设计每条线上有关制品的 3个上

限参数 W i, max , Qi, max , D i, max ; 最低的,在制品输入速率限制 �i, max ,以及 n条线上工作站的服务速率总和限

制 �max . 建立排队系统的优化模型
�3 
为 min �  

n

i= 1
!i ! ( �i / �i ) , 约束条件是 �i ∀�i, max ,  

n

i= 1
�i # �max , W i= 1/

( �i- �i ) # W i, max , D i= �i / �i ( �i- �i ) # D i, max , Qi= �2i / �i ( �i- �i ) # Qi, max . 系统的优化变量为 �i , �i ∃ R+ +

( i= 1, L , n) ,优化目标为生产线负荷量  !i ! ( �i /�i )最小, 满足 (4n+ 1)个不等式约束. 目标函数中
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的 !i 为对第 i 个工作站赋予的加权值, 可以根据设备的性能、加工精度、加工成本等因素来确定.目标函

数和不等式约束函数都是广义多项式, 不是凸函数,所以这是一个几何优化问题而不是凸优化问题.

1. 2 � 模型转换
为了利用凸优化的优良特性求解优化问题,设计变量转换, 将排队系统的优化模型转化为凸优化模

型.令 x i= log( �i /�i ) ; x n+ i= log( �i - �i ) , x i> 0, x n+ i ∃ R, i= 1, n; x= [ x 1 , x 2 , L , x 2n ]
T
. 即有( �i / �i ) =

exi , �i- �i= ex n+ i .将优化模型中的部分约束条件等效合并,可等价表示为 min f ( x)=  
n

i = 1
!iexi ,其约束条

件是, xi ( x) = e- xn+ i- W i, max+ 1 # 1, cn+ i (x)= e- ( xi + xn+ i) - D i, max+ 1 # 1, c2n+ i (x) = �i, mine- ( xi + xn+ i) - Q i, max

+ 1 # 1, exn+ i / ( exi - 1) ∀�i, min ,  
n

i= 1
x i ! ( exn+ i / ( exi - 1) ) # �max , i= 1, L , n.利用对数函数为一增量函数的

特点,对其进行变换,可以得到变换优化模型为 min f̂ ( x )= log (  
n

i= 1
!iex i )� 模型的约束条件是, c$i ( x)=

log( e
- x

n+ i + ai ) # 0, c
$
n+ i ( x)= log ( e

- ( x
i
+ x

n+ i
)
+ an+ i ) # 0, c

$
2n+ i (x)= log (�imine

- ( x
i
+ x

n+ i
)
+ a2n+ i ) # 0,

e
x
n+ i

e
x
i - 1

∀�i, min ,  
n

i= 1
x i

exn+ i

exi - 1
# �max , i= 1, L , n.经过这样的约束条件合并和变量转换,上面的变换优化模型仍然

很难求解.但常数向量 a= [ a1 , a2 , L, a3n ]
T ∀0, 则可证明上述的优化模型一个凸优化模型,易于求解.

1. 3 � 拉格郎日函数及 KKT条件的推导

在常数向量 x∀0的条件下, 上述的变换优化模型满足 2个条件. (1) 目标函数 f̂ ( x)和不等式约束

函数 c
$
i (x) , c

$
n+ i ( x) , c

$
2n+ i (x) ( i= 1, L , n)都是连续的二次可微函数,且都是凸函数. ( 2) 最优点处满足

严格约束限制条件. 因此,模型满足最优解存在的 KKT 条件�4 
,即存在最优解.对于上述变换优化模型

的凸优化问题, 引入松弛向量 ∀= [ ∀1 , L , ∀3 n ] T> k0,可得到对应的拉格朗日函数为 L (x, y, #, ∀)= f̂ ( x )

- #log ∀- y
T
( c

$
( x) + ∀)� 其上式中, #> 0 为罚因子, y = [ y 1 , L , y 3n ]

T > k0 为拉格朗日乘子向量,

c
$
(x)= [ c

$
1 ( x) , L , c

$
3n( x) ]

T
.令拉格朗日函数的偏导等于零,则对应的 KKT 条件为  xL =  f

$
(x)-

 c
$
(x)

T
y= 0,  yL = c

$
( x)+ ∀= 0,  ∀L = - #W

- 1
+ Y= 0� 其中,  f

$
( x) ,  c

$
( x)为其对应函数的

雅可比矩阵,W= diag( ∀1 , L, ∀3n) ,W
- 1
= diag(1/ ∀1 , L , 1/ ∀3n) , Y= diag( y 1 , L , y 3n) .

1. 4 � 内点法求解凸优化模型

1. 4. 1 � 罚因子的选取 � 用 New ton 迭代算法求解,为保证快速收敛,令 #=
y
T ∀
k
(
1- ∃
10+ ∃

)
2
,
1
∃
= max (1,

(%- 1)
- 1
max
i ∃ [ n]

& y i
y i

, (%- 1)
- 1

max
i∃ [ n]

& ∀i
∀i
)
�5 
.其中, k为迭代次数, %为停止控制常数,其他参数的定义同上.

1. 4. 2 � 搜索方向的确定 � 应用牛顿法计算搜索方向 & x, & %, & y, 则有

H ( x, y ) 0 - A (x)
T

0 Y W

A (x) I 0

& x

& ∀

& y

=

-  f
$
(x) + A (x)

T
y

#e - Wye

- c
$
(x) - ∀

�

在上式中, H (x, y) =  2
f
$
(x)-  

3n

i= 1
yi  2

c
$
(x) , A (x)=  c

$
( x) .  2

f
$
( x) ,  2

c
$
j ( x)是二次可微函数

f̂ (x)和 c
$
j (x)的 Hessian矩阵, e= ( 1, L , 1)

T
.

1. 4. 3 � 确定当前迭代步长 � 对于非二次型的凸优化问题, 选取迭代步长仅仅为了保证某些优化变量为

正值是不够的, 为此必须引入价值函数�5 
,即

P #( z) = y
T ∀+ 1

2
%c$ (x) + ∀% 2

+
1
2
% !c$ (x) T

! x
y +  f

$
(x) %2

- # 
3n

i= 1
log( y i∀i ) .

上式中, z= [ x, y, ∀] ,其他参数定义同上.迭代步长应满足 ∋1(|  P #( z) d z | # P#( z) - P #( z+ (d z) #

∋2(|  P#( z)d z |� 其中,∋1 , ∋2 为两个常量, 0< ∋1 < ∋2 < 1.

1. 4. 4 � 迭代求解 � 根据以上分析和计算,可迭代为 x
( k+ 1)

= x
( k)
+ (

( k)
& x

( k)
, ∀

( k+ 1)
= ∀

( k)
+ (

( k)
& ∀

( k)
,

y
( k+ 1)

= y
( k)
+ (

( k)
& y

( k)
.

1. 4. 5 � 算法的终止准则 � 在本文的计算中, 迭代算法终止准则的选取是, 保证对偶问题的最优解尽量

接近原问题的最优解.因此,在可能约束全部满足的条件下,取对偶间隙为�6 
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Gap(x, y) =
2 | f̂ (x) - ( f (x) +  

3n

i= 1
yic

$
i (x) ) |

| f̂ (x) | + | ( f ( x) +  
3n

i= 1
y ic

$
i ( x) ) |

#
-  

3n

i= 1
y ic

$
i ( x) )

| f̂ ( x) +
1
2
 
3n

i = 1
yic

$
i (x) |

.

2 � 计算实例

考虑到 n= 4, m= 1, !1 = 1, !2 = 0. 8, !3 = 1. 2, !4 = 1. 5的制造系统, 其限制条件为 Q i, max = 0. 2,

W i, max= 1, D i, max= 0. 7, �1, min= 0. 5,�2, min= 0. 4, �3, min= 0. 6,�4, min= 0. 8, �max= 7, i= 1, 2, 3, 4� 将以上参

数代入变换优化模型,可以得到该排队系统的凸优化模型 min f̂ (x)= log (  
4

i= 1
exi ) ,模型的约束条件为

c
$
i (x)= log ( e- x 4+ i + ai ) # 0, c$4+ i (x) = log ( e- ( xi+ x 4+ i + a4+ i ) # 0, c$8+ i (x) = log (�i, mine- ( xi + x4+ i) + a8+ i ) #

0, a= (0, 0, 0, 0, 0. 3, 0. 3, 0. 3, 0. 3, 0. 8, 0. 8, 0. 8, 0. 8) T ∀0, i= 1, 2, 3, 4. 经过 3 s 的两次迭代后, Mat�
lab给出计算结果:�1 = 0. 504 0, �2= 0. 435 3, �3= 0. 643 2, �4 = 0. 834 9, �1= 1. 514 1, �2= 1. 445 2,

�3= 1. 748 4, �4= 2. 292 3.所以,工作站的最优负荷  
4

i= 1
!i ! ( �i / �i ) = 13. 040 5.

3 � 结束语

由上述分析及计算, 可见本文基于排队理论, 建立了设备负荷优化配置模型� 由于模型中考虑了系
统中各种随机因素的影响,并且从概率和统计两方面分析和优化制造系统的性能,所得优化结果比较合

理,能保证充分地利用设备的生产能力,保证制造系统中在制品库存最低. 利用凸优化技术求解工程实

际优化问题,迭代次数少、耗时短, 可保证获得全局最优解. 因此,对于难于求解的非线性的优化问题,可

以先将其凸性化,然后再求解.
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Non�Linear Optimization of Load Allocation in a Manufacturing System

Zhang Yiping
( Department of Mechanical an d Elect rical Engin eering, S uzhou Vocat ion al Un viersity, 210016, S uzhou, China)

Abstract � Based on the queuing theor y, a nonlinear opt imization model is pr oposed, which has the serv ice load as it s ob�

ject ive function and includes three inequality constr aints of w o rk�in�prog res ( WIP) . A novel t ransformat ion of optimiza�

t ion var iables is also devised and the const raints are proper ly combined so as to make this model into a convex one, from

which the Lag rangian function and the Ka rush�Kuhn�Tucker ( KKT ) conditions are der ived. The inter io r�point method for

convex opt imization is presented here as a computat ionally efficient t ool. F inally, this model is evaluat ed on a real ex am�

ple, from which such conclusions are reached that t he optimum result can ensur e the full utilization o f machines and the

least amount of WIP in manufactur ing sy stems; t he interior� po int method needs fewer iterations w ith significant computa�

t ional saving s; and it is possible to make nonlinear and complicated optimization pr oblems convex ified so as to obtain the

optimum.

Keywords� load a llocation, queuing theo ry , convex optimization, manuf actur ing systems, non�linear optimization model
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