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非线性 Pochhammer�Chree方程的多辛算法

黄 � 浪 � 扬
(华侨大学数学系, 福建泉州 362021)

摘要 � 考虑非线性 Pochhammer�Chree方程的多辛结构, 通过辛离散多辛结构得到原偏微分方程的多辛算

法. 孤立波的数值模拟试验结果表明, 所构造的多辛算法是有效的, 具有良好的长时间数值行为.
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近年来, M arsden 等
�1 
和 Bridges

�2 
从不同角度提出了多辛结构和多辛算法的概念, 并已成为人们

研究偏微分方程数值解的热门课题. 在一定限制(如在非压缩或接近)条件下,描述弹性杆的纵向形变

波传播的模型方程可用非线性的 Pochhammer�Chree方程(非线性 P�C方程)表示.即

utt - u ttxx - uxx -
1
p
( u

p
) xx = 0. (1)

在式( 1)中, u( x , t )是纵位移, t是时间, x 是质点的横坐标. 该方程在离子声波方面应用较为广泛. 对非

线性 P�C方程的研究, 特别是多辛算法的研究尚未见过, 因而对非线性 P�C方程多辛算法的研究具有
重要的意义. 本文给出非线性 P�C方程的多辛结构及其守恒律, 构造了此方程的多辛 Preissmann 格

式. 同时,通过对非线性 P�C 方程孤立波的数值模拟,说明了多辛算法的有效性.

1 � 非线性 P�C方程的多辛结构

由协变的 Legendre变换,满足周期边界条件的非线性 P�C方程( 1)可以改写为多辛 PDEs 的形式,

即

Mz t + Kz x = �zS ( z) , (2)

在式(2)中, S( z) = 1
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T
.方程(2)对应的变分方程为

Md z t + Kd z x = Dz zS ( z)d z. (3)

方程(3)直接用 d z 作外积运算,可得方程(2)的多辛守恒律为

 
 t

(d u ! d v - d u ! d w ) +
 
 x

( d q ! d u) = 0! (4)

在式( 4)中, !为外积算子. Bridges和 Reich称如式( 2)的方程为具有多辛结构的 Hamilton 型偏微分方

程组( Hamilton型 PDEs) , 其最重要的一个性质是它的多辛守恒律是完全局部的. 即式( 4)是局部的守

恒律,与边界条件无关,在局部的任意一个时空区域内,它都成立.因此, 与辛守恒律相比, 式( 4)更深刻

地刻画了系统的性质.
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2 � 多辛算法

多辛性是 Hamilton型 PDEs的一个几何性质, 因此在数值解法中自然希望离散后仍能保留这类

性质.基于这个思想, Bridges和 Reich引入了多辛算法的概念, 即一种能够保持离散形式的多辛守恒

律的数值格式�2, 3 . Reich证明了对多辛 Hamilton型 PDEs在时间和空间同时应用辛 Runge�Kutta方

法,可得到多辛格式�4 . 例如, 在时间和空间同时应用中点格式, 便得到一多辛格式, 它就是著名的中心

Preissmann 格式. 我们在时间和空间方向均用中点格式对方程( 2)进行离散,可得
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是个记号, 表示前面的式子记作后面的式子.

多辛 Preissmann格式(5)保持离散多辛守恒律�4 
, 有
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多辛格式的计算大多是在消去中间变量的基础上实现的. 这是因为直接用方程组形式的多辛格式进行

计算时, 会遇到一系列诸如边界条件如何选取等问题,并且在实际数值计算中需要计算中间变量 v, w ,

q的值, 这样也就大大增加了计算量.因此,我们消去中间变量 v, w , q, 得到一个与多辛 Pr eissmann格

式等价的 15点新格式
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3 � 数值实验

采用本文的多辛格式(7) ,对非线性 P�C 方程(1)的孤立波的长时间行为进行数值模拟. 方程(1)的

精确孤立波解
�5 
为

u( x , t) = [
p ( p + 1) ( v - 1)

2
]
1/ ( p- 1) # sech

2/ ( p- 1)
[
p - 1
2

1 -
1
v

( x - vt + �0) ] . (8)

式(8)中, v( v> 1)为波速,�0 为任意常数. 由式(8)可知, 非线性弹性杆的纵向形变波为钟状波, 且这种

解当| x | ∃ % 时,按指数衰减. 所以,对非线性 P�C方程的差分格式, 我们只在有限区间( X L , X R)上进行

数值模拟,且对人工边界 X L 和 X R取得足够远, 以满足周期边界条件. 由于多辛格式( 7)是三层隐格

式,所以格式初始时的第 1层和第 2层的值均取精确值, 离散得到的非线性方程组用简单叠代方法求

解.这里只考虑非线性 P�C方程(1)的多辛格式(7)中 p= 2时的数值模拟情况. 在方程(1)的孤立波解
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(8)中,取 p = 2, �0= 250, v= 1. 01,且 X L= - 400, X R = 400, 并取时间步长为 � t= 0. 05,空间步长为 �

x= 1. 图 1给出了多辛格式(7)在 t= 500时的数值模拟结果与精确解的比较, 图 2是数值模拟孤立波

� � � 图 1� 数值模拟结果与精确解的比较图 图 2 � 孤立波传播的模拟结果

图 3� 整体误差图

的传播过程. 从图 1, 2可以发现,方程(1)的多辛格式( 7)

能很好地模拟孤立波的传播, 计算 10 000步后仍保持原孤

立波的波形不变. 若定义数值解( u
j
i )与精确解( u)在时间 t

= j � t ( j = 0, 1, &)的整体误差  为

 = max
i

| u
j
i - u( i� x , j � t ) | !

上式中, i= - 400, - 399, &, 399, 400! 多辛格式( 7)在不同

时刻的整体误差( a) ,如图 3所示.从中可知,在经过长时间

计算后,整体误差仍能保持在 10
- 3
的数量级内,误差较小.

数值实验结果表明, 本文所构造的多辛格式对 P�C 方程是
有效的,适用于长时间的数值计算.
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Multi�Symplectic Algorithm for Nonlinear

Pochhammer�Chree Equation
Huang L angyang

( Department of Mathem at ics , H uaqiao University, 362021, Quanzhou, China)

Abstract � T he multi�symplectic st ruct ur e of the nonlinear Pochhammer�Chree equation is considered. U sing symplect ic

discr et izat ions for the multi�symplectic str ucture, a mult i�symplectic alg or ithm is obtained. T he numer ical experiments

show that the mult i�symplectic scheme constr ucted in this paper is effectiv e, and has excellent long�t ime numerical behav�

ior.
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