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约束方程的分区网格划分法

李士军 都艳华

#华侨大学机电及自动化学院
,

福建 泉州 ? ! � � = ∃

摘要 在有限元中
,

把形状复杂的模型划分成四边形或六面体网格
,

一直以来都是一个很难解决的问题
:

利用

约束方程进行分区网格划分
,

把一个模型分成多个形状规则的小区域并对其进行映像网格划分
,

然后使用约

束方程
,

把相邻区域相接面上的单元节点联系起来
:

解决对复杂模型进行网格划分时很难划分出理想网格的

间题
,

并对不同的小区域进行网格密度控制
:

关扭词 网格划分
,

有限元
,

分区域
,

约束方程

中图分类号 ≅ − = � ? Α
:

= Β  � ∀ =
:

Χ � 文献标识码 ;

在整个有限元分析过程中
,

前处理时间约占 ∀ Δ Ε ∀> Δ
,

而分析求解计算 的时间只 占 > Δ左右〔”
:

前处理工作主要是建立模型和划分网格一般来说
,

在二维模型中四边形单元是推荐的网格
Β 在三维模

型中六面体单元是推荐使用的
:

因为这些形状的单元精度高
,

而且同一模型划分为四边形或六面体单元

后
,

总的节点数量相对较少
,

可以有效地减少计算耗时
:

但实际工程结构非常复杂
,

利用现有的有限元软

件
,

很难把这些形状复杂的模型全部划分成六面体单元
:

通常可进行全 自动网格划分是 四面体单元
,

而

且在网格划分完后单元的数量很庞大
,

很难对单元的数量进行控制
:

基于上述原因
,

文中提出一种新的

网格划分方法

—
分区域网格划分

:

它的基础是约束方程
,

即把一个模型分割成很 多规则 的六面体
,

然

后再分别将这些小区域划分成六面体网格
:

最后
,

利用约束方程
,

把小区域接 口间的节点联系起来
,

以

求解整体刚度方程
:

= 约束方程的生成

约束方程
,

就是把一个节点的某个 自由度与其他一个或者多个节点的自由度
,

通过某种关系联系起

来
:

本文通过单元形 函数
,

把这些节点联系起来
:

为简单起见
,

又不失普遍性
,

以二维 ∀ 节点四边形单元

为例加以说明
:

由两个四边形 ; Φ ΓΗ 和 ;
’
Φ

’
Γ

’
Η

’

组成的平面模型
,

并分别划分网格
,

如图 = 所示
:

其

中 ; Η 边和 ;
’
Φ

’

边是重合在一起的
:

为了便于观察
,

在图 = 中把两个四边形分开画出
:

取出与边界线

; Η 相关的一个单元
2 和 ;

’
Φ

’

边界上的一个节点 Ι
,

如图 � 所示
:

单元
2
由节点 / ,

ϑ
,

Κ
,

)# 逆时针排序 ∃

∀ 个节点组成
,

其局部坐标与总体坐标的坐标变换可以表示为
‘幻

Λ 一
‘

蓦6
‘
#夸

,

, ∃Λ
‘ , 5 一

‘

蓦6
‘
#Β

,

, ∃5
‘
·

在局部坐标中
,

节点 Ι 的坐标是 #争
,

= ∃
,

节点 /
,

ϑ
,

Κ
, ) 的坐标分别是 #一 = ,

一 = ∃
,

#=
,

一 + ∃
,

# =
,

=∃ 和

#一 =
,

=∃
:

单元
。 中的局部坐标的形函数为

从 #夸
,

, ∃ Μ
Ε 之,

ϑ
,

Κ
一)

‘

#+∃

平面四边形 ∀ 节点单元的每个节点有 Λ 方向的 ∋ 和 5 方向的 1 两个位移 自由度
:

在总 自由度向量中
,

节

点 / ,

ϑ
,

Ι
,

Κ
, ) 的位移 自由度为 Ν⋯

∋ ‘ ∋ ‘Α ,
⋯ ∋ , ∋ ϑΑ ,

⋯ ∋ 。 ∋ 。Α ,

⋯ ∋ , ∋ 。 Α Ο

⋯ ∋ Π ∋ 。Α ,

⋯〕
≅ ,

其中
, ∋ 、是节点
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单元 2 和节点 Ι
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图 = 平面模型 图 � 参数化坐标下的单元
。
和节点 Ι

/在 Λ 方向的位移 自由度 #/ Ε /
,

ϑ
,

Ι
,

Κ
,

)∃
, ∋ Π ,

是节点 /在 5 方向的位移 自由度
,

也就是对应的自由度
1

#/ 一 /小 Ι
,

Κ
,

)∃
:

单元
。
中的位移形函数为

∋ Μ 6
、
#夸

,

甲∃∋ ‘
Α 从 #Ψ

,

夕∃ ∋ ,
Α 6

二
#Ψ

,

甲∃ ∋ 二 Α 6
二

#Ψ
,

专∃ ∋ 。 ,

1 Μ 6
‘
#夸

,

专∃∋ Π ,
Α 6ϑ #夸

,

, ∃ ∋ 汁,
Α 6

二
#夸

,

, ∃∋ Π
Β
Α 6

,

#夸
,

甲∃ ∋ Π ,
·

在上式 中
, 1 为单元

。
内部在 5 方 向的位移 自由度

:

把节点 Ι 的局部坐标代人位移 函数中
,

可以得到节

点 Ι 与其他节点 /
,

ϑ
,

Κ
, ) 的位移关系式

:

即

6
Κ
#争

,

= ∃ ∋ :
Α 6

,

#芬
, +∃ ∋ 。

一 ∋ :
Μ  ,

#� ∃

6 Π
,
#争

,

+∃ ∋ ΚΑ
Ο
Α 6 时

Ο
#条

,

= ∃ ∋、 =

一 ∋。,
,  

:

#? ∃

方程#� ∃
,

#?∃ 就是约束方程
:

自由度
∋ 。

和 ∋ Π十 Β

分为约束方程 #� ∃
,

#?∃ 的主 自由度
:

把方程 #� ∃
,

#?∃ 改写为

标准形式
,

有
6

蓦8Κ/ 、 一
命

在式 #∀ ∃中
,

. 为第 Κ 个约束方程的
∋ ,
自由度的系数

,

氏 是第 Κ

#∀ ∃

个约束方程的常数项
:

一般来说
,

约

束方程的常数项为 Ζ
,

6 为总的自由度数量
,

Κ 表示这个约束方程的第 Κ 个约束方程
:

假设方程 #�∃ 为

第 Ι 个约束方程
,

则可改写为
6

,

蓦
Β

8Πϑ

在上式 中
,

Γ玩 Ε 从 #争
,

+∃
,

几 一 6
,

#争
,

= ∃
,

.
∋ 。 为这个约束方程的主 自由度

:

∋ ,
一 二

:

二
一 =

,

Γ
。
Ε Ζ

,

吼 Ε Ζ ,

ϑΕ = ,

⋯
,

6 且 ϑ护Κ
, )

:

自由度

� 总体刚度矩阵的修正
〔?一”

对方程 #∀ ∃两边同除以主自由度
“ :

的系数 Γ‘
,

可得

6
’ ,

蓦喘
“ ,

己 Ε 一一
, 一 、

Ε Ε
、 ,

[

苏
Ε
一

:

记万性 ∴勺, 双与 刀
幻破

Γ二 #> ∃

在式 #>∃ 中
,

喘
[ 压

:

‘
·。

[

Γ ‘二
一 Ε

十 艺
ϑ Μ =

Γ忘∋ ,
Μ 嵘

,

ϑ 护 Ι
,

#! ∃

总体的刚度方程为

蓦] & ∋ % 一 ⊥
‘ , 一 =

,

�
, 二 , ,

6
:

#� ∃

总体刚度方程#�∃ 可以写为

]
‘ ∋ ‘

Α ,

蓦6 ““, Ε ⊥
‘ ,

ϑ笋 Ι: #Χ ∃

方程#!∃ 两边同乘以 ]
。 ,

可得

]
& ∋ ,

Α ,

蓦
,

6 “Γ裔“ , 一 ] ‘Γ二
,

ϑ并 Ι:

方程#Χ∃ 减去方程 #Θ ∃
,

可得

,

蓦#] 。一 Γ忘]
‘
∃均 Ε 只 一嵘]

‘

ϑ护 Ι:

#Θ ∃

#= ∃
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特别是当 /Ε Ι 时
,

有
6

,

咨
=
#] 。一 Γ扁] “ ∃∋/

引人拉个朗 日乘子 几, ,

将方程#=  ∃和方程 #= =∃ 组合为

Ε ⊥ 。
一 Γ二] &

:

#= = ∃

又‘

只戮
#] 。

,

弓
Ο

#]
。一喘从 ∃∋/ 一 只 Α 嵘从 十

一喘 ] 。 ∃∋ ,
一 凡 Α 嵘 ] 。

〕Ε & ,

护 Ι
,

#= � ∃

% ∋ ‘ : 、
[ [ [ 、

[
: 、 : , : 一

,

Ε
:

里 Ε
:  

: , 、

[ 刁∋ :
[ 。

, 、

协廿 ,
Ο

、二
, 、 。 、

在式 #=� ∃ 中
,

儿一二于
:

田万在 ‘_∃ 叫 以碍别 “Π
Ε 七几

Σ

一入七 Κ, ∋ , ,

州 山一不丁一一 七‘ 付升 , 八刀 枉
、

“
,

口0 亩 , Ε / ‘户

肠 :

中
,

可以得到

,

多
=
#] 。一 Γ高]

‘
∃“

,

一 ⊥ ‘
Α Γ Ο ]

‘

一

8“只蓦
Ο
‘]:ϑ 一喘 ] 。 ∃ ∋ ,

一 ⊥。
Α 嵘 ] 。

⎯ Μ &
,

ϑ 护 Ι
·

经整理后
,

可得

三#]
。 Α Γ,Β ΓΟϑ ‘ 一 ΓΒϑ 从 一嵘凡 ∃∋’ 一

⊥
‘

Α 嵘 Γ二] 。 一嵘 ] 。 一嵘 ⊥ Π ,

ϑ护 Ι:

] % Μ ] 。 Α Γ品Γ益] 。 一喘 ]
。
一嵘] 勺 ,

⊥ Ο 一 ⊥
‘
Α 嵘Γ二] 。 一嵘 ] , 一嵘⊥

Π ,

#= ? ∃

则方程 #= ? ∃变换为

,

咨
Ο
] Β

“ ,
一 ⊥厂

·

#= ∀ ∃

对方程 #= ∀ ∃引进位移边界条件 #约束条件 ∃
、

约束结构的刚体位移
,

就可以求解出各个 自由度的值
:

? 实例验证对比分析

以一角托架作为例 #图 ?∃
,

其厚度为  
:

 = � � Κ
,

材料为弹性模量为 �  !
:

� α β∗ ,

泊松比为  
:

��
:

圆

孔 Ζ+ 被全部约束
,

圆孔 认 的圆弧 Γ Η Ρ 是施加的非均布面力
,

从 Γ 点到 Η 点是从 ? ∀∀
:

> Ιβ ∗ 变化到

! Χ Θ Ιβ∗ ,

再从 Η 点有 !Χ Θ Ιβ ∗
变化到 Ρ 点的 ?∀ ∀

:

> Ι β∗
:

分别采用整体模 型和分区模型分析托架的应

力和变形情况
:

对于分区模型
,

在直线 ; Φ 处把模型分为 7
Β

和 7
Ο

两个部分
:

分别对 >
=

和 7 Ο 进行网格

划分
,

在直线 ; Φ 处使用约束方程
,

把 >
=

和 7
Ο

部分的单元连接起来
,

如图 ∀ 所示
:

利用 ; 6 7χ 7 软件求

 
:

 > 3 Κ

」」」

⋯⋯⋯

〕〕口ϑ , , , , , , 目日ς 日曰曰月叫叫日日洲门, 了 ,, 「丁 猫 +++
%%% Β玉? %口Γ 仁( + + 〕二「( +〕〕陀,, 孟Β Β 而、、 : ,, + 份 = ===
一一丁门( 飞门⊥ + Ε = Ε 甘, 『, 尸尸 巴亡亡

⋯ ⋯
, ::: =一「( 门门

困困困赚侧肋肋娜娜、、、、、口口口口〔〔∴+ +++ 广广州州
口口口

∴

+ 飞工∴ 目目片片口曰下下州州州州
口口口门门瓜〕∀ 刁刁刁刁刁刁刁刁刁刁刁刁刁 卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜卜二二
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图 ? 托架尺寸图 图 ∀ 约束方程连接图

解计算完毕后
,

两种情况下的等效应力变形结果
,

如图 > 所示
:

由图 > 可以看出
,

使用约束方程对整体的

9 &)
一

α /3 2 3 应力变形图几乎没有影响
,

和不使用约束方程的等效应力变形 图形几乎一样
,

只是在局部应

力不是很好
:

从图 ! #∗ ∃中可以看出
,

在直线 ; Φ 上
,

使用约束方程的和不使用约束方程的得 出的数据偏

差很大
:

但是两条曲线都是 以  
:

∀ αβ ∗ 为中心上下浮动
,

其中不使用约束方程的数据 曲线浮动得特别

剧烈
,

而中间位置基本一致
:

而圆孔 Ζ+ 周围的两条应力 #⊥ ∃曲线符合的很好 #图 ! _ ∃
,

说明在远离使用约

束方程的节点#)∃ 处
,

使用约束方程得 出数据能够很好的反映该节点处的真实应力
。
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#∗∃ 不使用约束方程 #_ ∃ 使用约束方程

图 > 9 & )Σ α /3 2 3
应力变形 图

‘

不使用约束方程
: 使用约束方程

‘

不使用约束方程
: 使用约束方程

月,自ϑ,石

曰ς芝之

=�=∀=: 

哪
: : :

一Ζ 、

二
‘ ·

止 七
:

气
:

气 、长 : 盆 , 乍
= ∀ 了 δ0 δ% = = , “

‘ %

)

“
行一才 � = =? =! =Θ �� � > � Χ

#∗ ∃ 直线 ; Φ 上节点 #_∃ 回孔 Ζ+ 上节点

图 ! 9 & )Σ α /3 2 。
应ϑ% 对比图

∀ 结束语

由于分区网格划分法
,

在靠近约束方程边界上的应力偏差较大
,

中间位置最小
,

这会造成计算数据

不真实
:

但是
,

它可以通过加密网格
,

最终使应力趋于真实值
:

因此
,

对于形状比较复杂的模 型
,

能够很好

地用分区域网格划分法进行网格密度和形状的控制
:

通过类似的方法
,

把二维的分区域网格划分法扩展
:

为三维的分区域 网格划分法
,

也可以得出类似上面的结论
:

参 考 文 献

王 瑞
,

陈海霞
,

王广峰
:

; 6 7χ 7 有限元网格划分浅析Ν%〕
:

天津工业大学学报 #自然科学版∃
,

�   �
,

� = #∀ ∃ Ο Χ Ε )

傅永华
:

有限元分析基础〔α〕
:

武汉
Ο

武汉大学出版社
,

�。。?
:

“ Ε � 

张胜民
:

基于有限元软件 ; 67χ 7 �
:

。的结构分析【α」
:

北京
Ο

清华大学出版社
,

�。。?
:

∀Θ Ε Χ∀

谭建国
:

使用 ; 6 7χ7 !
:

 进行有限元分析 Να」
:

北京
Ο

北京大学出版社
,

�   �
:

=? �Ε =Θ �

张传立
,

彭兴黔
:

分析表面裂纹的一种新方法〔%〕
:

华侨大学学报 #自然科学版 ∃
,

�   �
,

�? #� ∃ Ο =!∀ Ε =! �

≅ Τ 2 ε 2Ψ /& ) ∗ + α 2 3Τ /) Ψ α 2 4Τ & ς Φ ∗ 32 ς & ) Γ & ) 34( ∗ /) 4 Ρ . ∋ ∗ 4/& )

∴ / 7Τ /ϑ∋ ) − ∗ & χ ∗ ) Τ ∋ ∗

#Γ& ++2 Ψ 2 & , α 2 2 Τ∗ ) /2 ∗ + Ρ ) Ψ /) 2 2 (/) Ψ ∗ ) ς ; ∋ 4& Κ ∗ 4 /& ) ,

− ∋ ∗ . /∗ & 0 ) /1 2 ( 3/45
:

? ! �  � =
,

φ ∋ ∗ ) γ Τ& ∋ ,
Γ Τ/) ∗ ∃

; _3
4(∗

2 4 δ4 Τ ∗ 3 _2 2 ) ∗ ς /,,/2 ∋ +4 /3 3 ∋ 2 4& Ψ 2 ) 2 ( ∗ 42 ∗ Κ ∗ < < 2 ς Κ 2 3 Τ /) Ψ ,& ( 2 & Κ <+/2 ∗ 42 ς Κ& ς 2 +3 /) ,/) /42 2 +2 Κ 2 ) 4 3 ,

η Τ /2 Τ ∗ (2

ς/1 /ς 2ς /) 4& Κ ∗ ) 5 3 Κ ∗++ . ∋ ∗ ς ( ∗昭+2 3 & ( 3 Κ ∗ ++ Τ 2
Λ∗ Τ2 ς(& ) 3

:

ε 2 Ψ /& ) ∗ + Κ ∗ < < 2 ς Κ 2 3 Τ/) Ψ 8 ∗ ) _ 2 2 & Κ <+2 42ς _ 5 2 & ) 3 4(∗ /) 4 2 Σ

. ∋ ∗ 4/& ) ,

/) η Τ/2 Τ ∗ Κ & ς2 + => ς /1 /ς2 ς /) 4& 3 2 1 2 (∗ + ( 2 Ψ ∋ +∗ ( (2 Ψ /& ) 3 /) 3 Τ ∗ < 2
:

; ) ς 4 Τ2 ) 4 Τ2 2 & ) 3 4(∗ /) 4 2 . ∋ ∗ 4/& ) => ∋ 32ς 4& +/) Ι

4Τ2 ) & ς2 3 & , ς /,,2 (2 ) 4 (2 Ψ /& ) 3 4& ς 2∗ +η /4Τ 4Τ 2 ς /,,/2 ∋ +4 /3 3 ∋ 2 η Τ/2 Τ /ς2 ∗ + ( 2Ψ /& ) 3 ∗ (2 Τ∗ (ς 4& _2 & _ 4∗ /) 2 ς ς ∋ ( /) Ψ ( Τ2 (馆/& )∗ +

Κ 23 Τ /昭 & , ∗ 2 & Κ <+/2∗ 42 ς Κ & ς 2 +
, 4& /Κ < +2Κ 2 ) 4 4Τ 2 ς 2 ) 3/45 (2 Ψ /& ) ∗ + 2& ) 4 ( & + & , 3 Κ ∗ ++ ς /,,2 (2 ) 4 (2 Ψ /& ) 3

:

] 2
5η

& ( ς3 Κ 2 3 Τ /) Ψ
,

,/) /42 2 +2 Κ 2 ) 4 , ( 2Ψ /& ) ∗ +
: 2 & ) 3 4 (∗ /) 4 闪

∋ ∗ 4/& )


