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框架结构稳定分析的泡函数有限元法

高轩能 王仁辉

#华侨大学土木工程学院
,

福建 泉州 ? ! � � = ∃

摘要 寻求一种既有普通杆件有限元的简洁性
,

又能求解所有框架结构临界载荷的有效方法
:

根据框架结构

杆件失稳变形和泡函数的特点
,

采用新的基函数系
,

在普通杆件有限元的形 函数中引人泡 函数
,

得到泡函数有

限单元法
:

泡函数是定义在有限单元上的一个模型
,

其在单元的边界上为零
,

而在内部非零
:

它的应用改善了

普通杆件有限元法的收敛性
,

并使其适用于任何框架结构的屈曲分析
:

算例表明
,

泡函数有限元法对于框架结

构的屈曲分析具有良好的适应性
、

稳定性
、

收敛性和求解效率
,

是一种进行大型结构屈曲分析的有效方法
:

关健词 泡 函数有限元法
,

框架结构
,

柱计算长度
,

稳定分析
,

有限元法

中圈分类号 ≅ 0 ? � ?
:

> = 文献标识码 ;

在结构稳定分析的普通有限元法中
,

以框架结构杆件的 自然结点作为单元结点
,

所得到结果的精度

往往不确定
,

时好时坏
,

有时甚至是谬误的
:

等截面理想轴心压杆杆长为 Α
,

在不同端部约束条件下的屈

曲荷载精确解
,

以及相应的以杆件 自然结点划分单元的普通有限元 #Β Χ Δ Ε∃ 和本文方法 #ΦΒ ΧΔ ∃的计算

结果
,

如表 = 所示
:

表中
,

符号
“
一

”

表示求解失效
,

下同
Γ
<8

,

二表中数值 Η 矿Χ +Ι 0
:

从表 = 中结果可知
,

ΒΧ Δ Ε的求解精度很不稳定
,

总体上来说
,

随着杆端约束程度的增加
,

误差 #种急剧增加
:

当杆件两端固

表 = 理想轴心压杆的屈曲荷载 <8
(

杆端支

承条件

一端自由

一端固定
两端铰支

一端转动约束
一端铰支

一端转动约束
一端固定

一端铰支
一端固定

两端固定

理论值8+, �〕

ΒΧ Δ Ε

恻#ϑ ∃
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定时
,

方法失效
,

表明 ΒΧ Δ Ε 在框架结构稳定分析中的计算结果不一定可用
:

由此可见
,

框架结构稳定

有限元分析的精度不仅取决于结构的几何形式
,

还取决于构件结点的连接方式
:

= 基本原理和单元刚度的建立
〔,

’
∀ ,

通常
,

杆系结构屈曲分析的普通有限元是建立在轴向线性位移 悠
和横向三次多项式位移模型基础之上的

,

是一种极小化单元模型
:

在 一
单元内部补充内 自由度并在横向位移模型上增加任意泡状 函数项

,

就可构成泡函数有限单元位移模型
:

为此
,

取横向位移模型基 函数系 唱

为【+ Λ 尹 Λ∗ 了 Λ “

Μ
:

如图 = 所示
,

只考虑弯曲变形影响的泡

函数单元的形函数矩阵〔6
,

6
Ν

6
,

6
Γ

6 。
〕

,

其中 6
,
Ο #� , Π

寿凡

啊

卜 : : : : 卜

Ο Η
(

吗

图 = 单元力与单元位移

= ∃ #, 一 = ∃
’ ,

6
Θ
Ρ Α , #, 一 +∃

, ,

6
?
Ρ 一犷#� , 一 ? ∃

,

6
‘
Ρ Α犷#, 一 +∃

,

6 7 Ρ ∗

犷#, 一 = ∃’Π 阿 #, 一 +∃
’

#泡函

数∃
:

。 ,

<为任意常数
,

, Ρ Λ Ι Α
,

Α 为杆单元几何长度
:

同普通有限元一样
,

应用虚功原理 可得到单元的弯
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曲刚度矩阵和几何刚度矩阵
‘�

·
> ,

:

单元的位移函数为 5 Ο 6∋
:

其中
, “一仁认

‘ , , [

Ο
, [

一一 Ο
、 : , , ,

= , :

尸 。 , , , 、 , , , ,

Χ + ( , ,
,, 、 , :

Ο 一
外刀叨刊皿父朋刀 ∴

。

一下“ . 十 二 」言Α5 ∃
“

Ψ Λ
,

0
。

Ο
Ο
不 %言Α5 厂 Ψ Λ

:

鹉石甲
乙

“

民 巧 已 ,:Μ 〕
≅ ,

则单元的

,

尸 为轴心压力
,

. 为单元力列

阵
,

. “ ] . + . Ν . ? . Γ . 3

〕
≅ 一32 ∋

:

将位移函数式代人外力功和应变能式
,

应用 占⊥2 一 占认
,

可得

3
。

一 。丁Ν
#丫 ∃

·
#丫 ∃Ψ Η 一

可Ν
‘6”

’
#6

‘
, Ψ Η 一 “

一
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上式中
,

_
。

一 #
_:Μ∃

一 ΧΕ且丫
,

6 ,’, ΨΛ
,

ς
。

一 #ς 。 ∃ 一

可Ν、6’
,
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·

则其显式为

⎯乙

, α
:
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在式 ∗ ! . 中
,

一普一器
·, /

晶尸
,

“一 ∗ 。一

矗
, .#

,

一 “‘

一
! !。 , / 0尸, 1 2 ,

·

式‘! , 中
, −

·

和 3
·

中的前

% 行与前 % 列就是普通有限元的刚度矩阵
,

表明泡函数有限元只 比普通有限元 4+ 5 , 增加少量的存储

空间
6

此外
,

上述刚度矩阵中只给出了弯曲影响项
,

轴向力项通常在刚度矩阵 −
。

中为士 + 7 1 #
,

在 3
。

中

为 ∃
6

要考虑轴向压缩变形影响时
,

可在矩阵行列的适当位置增加轴 向力项
6

把局部坐标系下的单元刚

度矩阵 −
。 ,

3
。

转换成整体坐标系下的单元刚度矩阵 86
,

叹 后
6

同普通有限元一样
,

在结构的每个结点上

建立平衡方程和位移协调条件
,

按
“

对号人座
,

同号相加
”

的原则
,

即可形成整体坐标系下的结构刚度矩

阵8 和几何刚度矩阵 9
6

因此
,

得到结构的屈曲方程 ∗推导单元刚度矩阵时
,

单元轴向力 : 以压为正 .为

;8 一9 】“ ∃
6

其中
,

8 为结构的弯曲刚度矩阵
,

9 为结构的几何刚度矩阵
6

由此可将结构稳定 问题最终化

为标准特征值问题
〔∀

,
2, ,

从而求出结构的屈曲荷载和相应的构件计算长度系数
6

< = 和声的最佳取值及泡函数单元的性能

由式 ∗ !. 可知
,

用泡函数有限元法 ∗ > 4+ 5 .进行结构的稳定分析时
,

理论上
口 ,

夕的取值可为任意常

数
,

但它们取值的不同却导致求解的精度不同
6

也就是

说
,

>4+ 5 的求解精度决定于
= ,

月的取值
6

经分析计算

得到如下规律
,

对于同一结构计算模型
,

当取
。 ,

夕? − ∗−

为任意常数 . 的各组值时
,

>4 + 5 得出的屈曲荷载值相

同
6

例如
,

当取
口 ) 一 !

,

召一 ≅ 和 口二 !
,

月? 一 ≅ 时
,

> 4+ 5

所得的同一结构模 型的屈曲荷载相 同
6

因此
,

确定最佳
=
谓 的值就变成先确定合适的 − 值

,

再据此确定最佳的

口谓值
6

为此
,

可取若干组有代表性 的
口谓 值

,

并绘出其

对求解精度影响的曲线
,

如图 ! 所示
6

由图 ! 可知
,

− 值

越接近一  
, >4+5 的精度越高

6

当
。 ,

夕) 一  且 。一 0谓

△ = Α 0
,

口Α 一0 Β ‘ = 巧
,

日司
Χ Δ = Α ≅

,

Ε? 0 Β 一 = 叫
,

口司
。 = 二  

,

口? ≅ Β 一 = Α∃
,

口? !

口 “二!
,

口? Φ Β 一 = Α 2
,

口二一 ∀

 ≅阳≅

Γ求Η咨

嗯

? 一 0时
,

精度最高
,

误差基本在 0 Ι以 内
6

因此
,

本文取
。一 0

,

月“

≅  #八 %
, ‘? ∀ !  1 2 2

,

使刚度矩阵中的各元数值相近
,

不致产生病

态矩阵
6

0 算例

 
6

∃  
6

≅ !力

巍丫+,

图 ! 。 ,

夕取值与误差率曲线

一 0
6

此时
,

式 ∗ ! . 中的
= Α ≅ % 1 ≅ ,

ϑΑ

算例  图 0 ∗ = . ,

∗ ϑ. 分别为柱脚铰接和刚接等截面无侧移

单层框架
,

柱顶作用集中荷载 尸
6

采用本文方法 ∗ >4+ 5 . 和普通有

限元法 ∗4 +5 , .
,

对其在 不同梁
、

柱线刚度比 8
∋ ∗ 8 ,

? , 、∋
。

1 ,
Κ

∋、.

下框架柱的计算长度系数 产进行 了计算
,

计算结果和精确解如表

::: ::::: : :::

ΛΛΛΛΛ +∋ΜΧΧΧ
ΛΛΛΛΛΛΛ ΛΛΛ

ΝΝΝ+∋Ο 从ΠΠΠ
ΠΠΠ 勺勺

,, 几 ””

∗=. 柱脚铰接 ∗ϑ. 柱脚刚接

图 0 无侧移单层框架
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� 所示
:

由表 � 可知
,

Β ΧΔ Ε 的计算结果误差 #妇均较大
:

对于铰接柱脚框架
,

最大误 差达到一 =Κ
:

 ! ϑ Γ

而对于刚接柱脚框架
,

则最小误差为一 = Κ
:

 ! ϑ
,

并且随着柱端约束的增大
,

ΒΧ Δ Ε 计算结果的误差也越

表 � 柱脚铰接和刚接无侧移单层框架柱计算长度系数

δ +   
:

� = � > =  8&

柱脚

铰接

精确解
〔幻

Β ΧΔ Ε

例#ϑ ∃

ΦΒΧΔ

甲Ι #ϑ ∃

精确解
〔幻

Β Χ Δ Ε

ε Ι #ϑ ∃

ΦΒ ΧΔ

训#ϑ ∃
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大
:

当 δ
+
Ο 8& 时

,

ΒΧ Δ Ε 无法求解
,

表 明 Β ΧΔ Ε 不适

合求解此类问题
:

与此相反
,

本 文方法 #ΦΒ ΧΔ ∃对于

上述框架的稳定分析结果不仅精度很好
,

而且不受

柱端约束程度和柱脚连接方式的影响
:

算例 � 图 ∀ #∗ ∃
,

#β∃ 分别为柱脚刚接和铰接等

截面双层框架
,

柱顶作用集中荷载 <
:

两种方法计算

结果和精确解
,

如表 ? 所示
:

表 ? 的结果表明
,

框架

结构增加层数后
,

ΦΒΧ Δ 和 Β ΧΔ Ε 的求解精度几乎

未受影响
:

ΒΧ Δ Ε 的求解精度 与框架柱端约束程度

仍然成反 比
,

与精确解相比
,

ΒΧ Δ Ε 的计算结果误差

很大
:

对于柱脚刚接框架
,

最小误差达到一 )
:

Σ! ϑ
,

已超过工程许可范围
,

结果不可用
:

由此可说明
,

结

γγγ
“’“ [

γγγ
ηηη
从 从 γγγ
尸尸 几 厅厅

城城城

从从 从从

#∗ ∃ 柱脚刚接 #β ∃ 柱脚铰接

图 ∀ 无侧移双层框架

构的复杂程度并不是影响有限元法求解精度的主要因素
,

也即泡函数有限元法 Φ ΒΧ Δ 可以用来求解复

杂结构的屈曲问题
:

表 ? 无侧移双层框架柱的计算长度系数

δ +   
:

> = � > = 8&

柱脚

刚接

柱脚

铰接

精确解
〔幻

ΒΧ Δ Ε

州#ϑ ∃

ΦΒΧ Δ

柯#ϑ ∃

精确解

ΒΧΔ Ε

诃#ϑ ∃

ΦΒΧ Δ

恻#ϑ ∃

 
:

Κ � Σ

 
:

� � ∀

一 = =
:

Σ !  

 
:

Κ � !

一  
:

? >  

 
:

Κ  ?

 
:

! Κ ?

一 = ∀
:

Σ ∀  

 
:

Κ   

一  
:

? Σ  

 
:

� > ?

 
:

! �  

一 = �
:

! �  

 
:

� >  

一  
:

∀ >  

 
:

! Κ Σ

 
:

> ? �

一 � �
:

 �  

 
:

! Κ �

一  
:

? �  

 
:

!  Κ。

 
:

∀ = �

一 ? �
:

� !  

 
:

!  >

一  
:

> � 

 
:

> ! = �

�
 

! ∀ #

一 ∃∀
 

% !�

�
 

& &∋

一 �
 

∃ !�

�
 

&� �

�
 

∃ ∋ (

一 �
 

% ) �

#
 

� � �

�
 

∋ � )

一 ∋
。

!#

#
 

� � �

�
 

� �

�
 

∋ ∀ ∀

�
 

% #∋

一 ##
 

#!

�
 

∋ ∀ ∀

�
 

� �

�
 

% ) &

�
 

) ( &

一 #∀
 

& ∋

�
 

% ) ∃

一 �
 

##

�
 

% ∀�

�
 

) � ∀

一 #∃
 

!!

�
 

% #∋

一 �
 

#∃

�
 

) ( �

�
 

( !&

一 #(
 

∃ ∀

�
 

) & (

一 �
 

& #

�
 

) ! #

�
 

( � (

一 #)
 

#(

�
 

) ∀(

一∗
。

) ∀

�
 

( ∋ %

�
 

& ) ∃

一 #)
 

% !

�
 

( % ∋

一 #
 

!!

� 原书数值有误
,

已按原书方法改正

算例 ! 图 & + ,− , + .− 所示为柱脚刚接和铰接的三

跨五层等截面无侧移框架结构
,

梁
、

柱 的弯曲刚度皆为

/ 0 ,

梁的长度与柱的高度分别为 1 、 和 1 。 ,

且 1 . 2 1 。

3

∃2 !
 

两种方法解计算结果以及精确解
,

如表 ∃ 所示
 

表

中
,

尸
4 5

一表 中数值 6 / 72 鲜
 

从表中结果可看出
,

对于

柱脚刚接和铰接的多层多跨框架
,

每杆取为一个单元

表 ∃ 三跨五层框架的屈曲荷载 尸。

柱脚约束 柱脚刚接 柱脚铰接

精确解

8 / 9 7

州+ : −

; 8 / 9

州+ : −

∀
 

∃ ∃∃

!
 

% ∃!

& )
 

∀ ∃�

∀
 

∃ ( %

�
 

∋ % �

#
 

& ∃ #

∀
 

#� &

!(
 

( � �

#
 

&∃∋

�
 

& ∀�



华 侨 大 学 学 报 #自 然 科 学 版 ∃ �   ! 年

月

+
亩, 曰

<

::::,,山下

尸,‘

+‘2323山甲

<,‘
的普通杆件有限元 Β Χ Δ Ε 的计算结果与精确解

相比
,

误差分别达到 >�
:

�∀ ϑ和 ?!
:

! ϑ
,

计算结

果同样不可用
:

Φ ΒΧ Δ 的计算 结果精度相 当高
,

与精确解相 比
,

对柱脚铰接和刚接框架的计算误

差分别为  
:

>� 纬和  
:

ΣΚ ϑ
,

表明泡函数有限元法

Φ ΒΧ Δ 的适应性
、

稳 定性
、

计算精度和收敛性均

很高
:

事实上
,

经作者计算
,

Φ ΒΧ Δ 同样适用于有

侧移框架的屈曲分析
,

并且能够获得 比无侧移框

架更好的精度
:

∀ 结束语

���<<< �<

η
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一一一硅硅、、、、、、

以上算例包括从单层单跨框架到多层多跨框 #∗ ∃ 柱脚刚接 #β∃ 柱脚铰接

架结构
,

均有可 比较的精确解
:

算例计算结果表 图 > 三跨五层框架

明
,

泡函数有限元法对于框架结构的屈曲分析不仅有效
,

而且具有良好的适应性
、

稳定性和收敛性
:

文中

提出的结构稳定分析的泡函数有限单元法
,

几何和物理概念明确
,

单元刚度矩阵简洁
,

适用于任何框架

结构的稳定分析
:

它克服了普通有限元求解无侧移框架误差大的缺点
,

高阶多项式泡函数的应用大大

减少了结构稳定分析的自由度数
,

改善了普通有限元的收敛性
、

稳定性
、

适应性和求解效率
,

对大型结构

效果尤其明显
:
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