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一类自由边界问题解的渐近性
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摘要 讨论一类抛物积微分方程自由边界问题解的渐近性
:

利用偏微分方程的渐近性理论
,

证明在无界区域

上一类抛物积微分方程自由边界问题的解
,

以及当时间趋于无穷大时
,

收敛于稳态的积徽分方程 自由边界问

题的解
:

这一结论可用于解释期权定价中带跳扩散模型
,

当执行 日期趋于无穷大时
,

美式期权价格及最佳实施

边界收敛于永久美式期权价格及最佳实施边界
:

关健词 跳扩散模型
,

抛物积微分方程
,

自由边界问题
,

收敛性
,

美式期权
,

定价模型

中 圈分奏号  � ∀ =
:

≅ � Α Β ≅ ?  
:

Χ 文献标识码 ;

把 Δ 2( 4& ) 引人跳扩散模型
〔幻 ,

在给定 的概率空间 #口
,

Β
,

< ∃中
,

股票价格 #7
Α

∃。
。

是一随机过程
:

它

满足随机微分方程

Ε 3
, , 、 Α : ,

一
, : , ,

兰
, , 、

百 一 Φ产一 . , “‘十 “∗ 95 Α

一 “ Φ,

么口
,

”

在上式中小
,

.
, 。
分别为股价的预期收益率

、

红利率和波动率
,

Γ
Α

是 Γ /2 )2
( 过程

,

#6
,

∃。
。

是强度为 孟的

<&, 33 & ) 过程
,

#矶 ∃奋
,

是平方可积取值于#一 =
,

Η 8& ∃的独立同分布的随机变量列
:

这里强度 又表示跳的

频率
,

而 矶 表示相应跳的幅度
:

同时
,

假定随机过程 #Γ
,

∃
,》。 ,

#6
Α

∃
Α
∃ 。

,

#0/ ∃奋
,

是相互独立的
‘幻

:

由于考

虑带跳扩散模型较传统的扩散模型而言
,

方程增加了积分项 #非局部项 ∃
:

美式期权的定价模型是一个抛

物积微分方程自由边界问题
,

而永久美式期权的定价模型是一个积微分方程 自由边界间题
:

本文利用偏

微分方程的渐近性理论
‘? , ,

得到了无界区域上抛物积微分方程自由边界问题的渐近性
:

这一结论可以用

于解释当执行 日期趋于无穷大时
,

美式期权价格收敛于永久美式期权价格
,

美式期权最佳实施边界收敛

于永久美式期权的最佳实施边界
:

积微分方程自由边界问题解的性质

在跳扩散模型下
,

美式看跌期权的价格 9 一 9 #7
,

(∃ 适合变分不等方程

Ι /) ϑ一 Φ 9
,

9 一 必 Κ 一 Λ
,

7 Μ Λ
,

Λ簇 ( Ν Ο
,

9 #7
,

Ο ∃ Π 必#7 ∃ 一 #Θ 一 7 ∃Η ,

7 Μ  
:

#+∃

在式 #=∃ 中
,

Θ Μ Λ 为敲定价格
,

7 为股票价格
,

Ο 为执行 日期
,

Φ 为抛物积微分算子
:

有

Φ1
一

肇
Η

誓
>

�

筹
Η ‘一

。一” , “

豁
Ρ

#· Η Σ ∃9 Η Σ

厂
9 #7“ Η , ,

, ·
, Ε6 ‘, ,

,

在上式中
,

6 ‘, , 是随机变量 0
+

的分布函数
,

‘一

ϑ了
5Ε 6 #, ,

·

文〔‘〕通过偏微分方程的理论已证得问

题 #=∃ 存在唯一解
,

其相应的 自由边界问题是求 9 #7
, ( ∃

, Α #(∃ 满足

收稿 日期 �  >
一
=  

一
 ?
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Φ 9 #7
, ( ∃ Π

9 #3 #( ∃
, ( Π

7 Μ 3 #( ∃
,  # ( Ν Ο

,

Θ 一 3#( ∃
,

Λ镇 ( Ν Ο
,

刁9
, , 、

二军 ∴ 气7 气( 少一 ( 夕
Ε 勺

] 一 =
,

#Θ 一 7 ∃Η

Λ # ( Ν Ο
,

9 #7
,

Ο ∃ Π

9 #7
, ( ∃ 一  #7 一 8& ∃

,

9 #7
, ( ∃ Π #Θ 一 7 ∃Η ,

9 #7
, ( ∃ Μ #Θ 一 7 ∃Η ,

7 Μ  ,

 簇 ( Ν Ο
,

7 镇 3 #( ∃ ∴

7 ∃ 3 #( ∃
:

#� ∃

对于永久美式看跌期权 #即没有到期 日的美式看跌期权 ∃9 #7 ∃
,

其自由边界问题是求 #9 #7∃
, Α 8& ∃满足

Φ : 9 一 Λ
,

7 Μ 3。
,

9 #> : ∃ Π Θ 一 > : ,

9
‘

#3。 ∃ ] 一 =
,

9 #8& ∃ Π

9 #7 ∃ Π Θ 一 7
,

7 #
3二 ,

9 #7 ∃ Μ #Θ 一 7 ∃ Η ,

7 Μ 3
二

#? ∃

、

+⊥ 

在式 #?∃ 中
,

有

扩 。 ,

Ε
Ζ
9

: , 、 , 、 。 Ε 9
, : 、 , , , :

「枷
, , , 。 , , :

‘二 1 ] Α 丁  
一
下下万 十 气(

一 . 一从 少 了石 一 气( 一幻 9 卞 式_ 9 叹。气= 十 5 夕少∗ +1 Φ 5 少
:

乙 0 口 0 Λ % 一 =

命题 = 〔‘, 如果 #9 #7
, ( ∴ Ο ∃

, Α #( ∴ Ο ∃∃和 #9 #7 ∃
,

‘ ∃分别为问题 #� ∃
,

#? ∃的解
,

Ο 固定
,

则有 Α #( ∴ Ο ∃

任⎯α 。,

月
:

Α #( ∴
Ο∃ 关于

(
严格单调递增

,

且 Α #: Ο∃ 妻38&
, Α #Ο ∴ Ο ∃一灭 ] Ι /)ϑ Θ

,

7 Κ
,

其中 7 是方程 必

一水 Η Σ

叮
,

α 3#= Η ,

卜 ‘〕Ε6 #,

卜
。的唯孺

,

#、一3 ∃ Η 、1 #3
, ( ∴ Ο ∃Ν 1 #3∃

:

‘ 万一 吕

命厄 � 若 #9 #7
, ( ∴ Ο ∃

, Α #( ∴ Ο ∃∃为问题 #� ∃的解
,

7
, ( 固定

,

则 9 #7
, Α ∴ Ο ∃关于 Ο 单调递增

, Α #( ∴ Ο ∃

关于 Ο 单调递减
:

命题 ? >
, Ο 固定

,

则极限 Ω Ι 9 #7
, ( ∴ Ο ∃

,

Ω Ι Α #( ∴ Ο ∃均存在
:

丁∀ 。, Ο , 。 。

当时间趋于无穷大时自由边界问题的渐近性

考虑无界区域上的自由边界问题
,

求 #0 #7
,

4∃
,

Ω #4 ∃∃
,

使得

∗0
:

护 。 ,

沪0
: , 、 , 、 。 刁0

,

二
、 , ,

二 ,Η 仍
, , , 。 , , :

Φ
_
0 Π 一带 Η 专 >

�

去奇 Η #( 一 Υ 一从 ∃7 器 一 #( Η 孟∃0 Η 又Κ 0 #7 #= Η 夕∃
, 4∃Ε6 #夕∃ Π

一
‘ 一 刁4

’

� 一 刁>
�

’ 、

”
”

一 ’ 一 刁7
、

”
‘

” 一 ”
’

%一
∴ 一 、

一
、 一

’

了 ‘ ’ “ ‘ 一 ‘ ’ 、了 ’

Ω #4∃ Ν 7 Ν

0 #Ω #4 ∃
, 4∃ Π

8&
, Λ Ν 4 Ν 8&

,

Θ 一 Ω #4 ∃
,  Ν 4 Ν 8&

,

刁0
, , , 、

二苏妥#Ω #4 ∃
,
4 ∃ Π 一 =

,

∗ 3
、 ’ Ρ 、

一
, 一 ,

0 #7
,

 ∃ Π #Θ 一 7 ∃Η ,

0 #7
, 4∃ ]  #7 ] 8& ∃

,

0 #7
,
4∃ Π #Θ 一 7 ∃Η ,

0 #7
,
4 ∃ Μ #Θ 一 7 ∃ Η ,

Λ Ν 4 Ν 8&

7 Μ Λ ,

Λ Ν 4 Ν 8&

7 成 Ω #4 ∃ ∴

7 Μ Ω #4 ∃
:

由问题 #�∃ 的解的存在唯一性
,

可证得当 。# ( Ν Ο 时
,

0 #7
,

Ο 一 ( ∃一 9 #7
, ( ∴ Ο ∃及 Ω# Ο 一 Α ∃] Α #( ∴ Ο ∃

:

由
3#( ∃的性质知道

,

Ω #4∃严格单调递减
,

且 人#& ∃ Π 灭
:

+/Ι 0 #7
, 4∃ Π +/Ι 9 #7

, Α ∴ Ο ∃
,

+/Ι Ω #4 ∃] +/Ι Α #Α ∴ Ο ∃
:

丁, 8&

记 +/Ι 0 #7
, 4 ∃ Π ∋ #7 ∃

,

+/Ι Ω #4∃ Π Ω
。

:

分别考虑如下两个积微分方程定解问题
〔> , ,

有

Φ : “ + 了 。 ,

Ε Ζ“ =
: , β , 、 。 Ε ∋ , , : β 、 : ]

(枷
β , ‘ :

Π 下。一三苏( 一 Φ ( 一 . 一从 ∃ 。 芍万 一 气( 十幻 ∋ ∴
一 人χ ∋ = Φ万吸= Η 5 ∃ ∃ Ε入 #5 ∃

白 0 口 0 口 % 一 =

Ω Ν 7 Ν 8&
,

∋ +
#7 ∃

∋ +

#7 ∃

∋ , ,

#人
。
∃ Π 一 +

, ∋ +
#8& ∃ Π &

,

#> ∃

] Θ 一 7
,

Μ #Θ 一 7 ∃ Η ,

7 Ν Ω。
,

7 Μ Ω。
,
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架
Η #二一 。一从 ∃7 豁 一 #二 Η Σ ∃二Α Η Σ

(Η
一 “�

#7 #+ Η , ∃∃ Ε6 #, ∃ 一 。
,

‘ Ψ %
一 0 口 % 一 =

Ω。 Ν 7 Ν 8&
, ∋ Ζ

#Ω
。
∃ ] δ 一 Ω。 , ∋ Ζ

#8& ∃ 一  ,

#! ∃

∋ Ζ
#7 ∃ Π Θ 一 7

,

7 Ν Ω 。 ,

∋ Ζ
#7 ∃ Μ #Θ 一 7 ∃Η ,

7 Μ Ω。
:

类似于引理 = 的证明
,

构造 杯7∃ 一 =一 2 一 巧
:

取 +Μ Λ ,

可得 Φ
,
中Ν Φ+ 甲Η ( 甲Ν  : 4 为充分大的数

,

在 Θ ε φ 、

内构造 ∴ #3
,
Α ∃一多尝共

。Η

类
二 Σ #3∃ 2 一“ 4一、∃

:

甲
、 = 二 & ,

甲
、“ & ,

假定 #‘,

卫
β ·,

·

Α Ε凡#· , Ν 一 其中 凡‘
· , 一6 #

一
‘,

·

‘== , 6 ‘, , 为连续函数
·

引理 = 在假定 # _ ∃和 # == ∃的情况下
,

可设 0 #7
, 4 ∃

,

Ω #4 ∃为问题 #∀ ∃的解
, ∋ ,

#7 ∃为问题 #> ∃的解
,

则

+/Ι 0 #7
, 4 ∃ Π ∋ +

#7 ∃
:

引理 �

证明

设 0 #7
,
4 ∃

,

Ω #4 ∃为问题 #∀ ∃的解
, ∋ Α #7 ∃为问题 #! ∃的解

,

则 +/Ι 0 #7
, 4 ∃ Π ∋ Α

#7 ∃
:

设 尹#3 ∃Π + Η 7一
,

其中
∗ Μ & 待定

:

记 φ Π ϑ#3
, 4 ∃ +Ω #4 ∃Ν 3 Ν 8&

, &Ν 4Ν 8& Κ
,

φ ‘Π φ 门ϑ&Ν 4

Ν 纷
:

易知在 φ 上
,

沪#7 ∃关于 7 单减且 = Ν 娜 7∃ Ν = Η Ω尹
:

在 φ 上
,

取  Ν <Ν ( ,

则 肠甲 Η 脚 Ν

]
β ,

=
合

“
飞耳丁了
乙

,

=
∗ 一

十 火二了 一 ( 十 . 十 入左 , ∗ 一 气( 一脚 十几
‘ 丁ϑ

=

〔#‘Η , ∃

一
‘〕Ε 6 ‘, , , 一 ‘一 , , 一 ⎯‘·,

·

由假定“ ,

可知当  Ν · # ‘时
,

令 , ) “ Η , ,

一
从而有

ϑϑ
Α

“ Η , ,一‘6 ‘, , 一

丁ϑ
β 2ΡΡ · Ε“#·, Ν

丁/
β ·,

·
, ‘”#· ∃ Ν

8&
:

注意到 8 #的 Ν  ,

只要取充分小的
口 Μ Λ

,

便有 毛
=沪Ν Φ +沪Η 脚 Ν 。

:

同时注意到 Φ
Α 甲Ν 一加 Ν 一尽

中其里脚对于任意 。Ν ·Ν =
,

由假定 # ) ∃ 可知存在 。 Μ  
:

当 χ 5 Ζ
一 5 +

: Ν 乙 时
,

有
丁

5Ζ Ε6 #夕∃ Ν

Δ Π #= Η 人%
。

∃#= Η Θ ∃ Η ςΘ
:

由 ∋ ‘ =
#7 ∃在 7 ∃ 人。 上的连续性可知

,

存在 。Ν 占Ν 占
+ Ω。 , 又笋  

:

若 人Π & ,

则不

需要上界限定
:

因为当人#4 ∃一入
。

Ν 占时
,

有 ϑ∋ , ,
#人#4 ∃∃一 Α ’ ,

#入
。
∃ Κ# ‘元一

‘
:

而 +/Ι 人#4 ∃ Π 人
。 ,

存在 4 ∃  
:

β
: β 、 β β β

β
, , β : β

刁
β β β β β β ‘

β
二

, , : β β

二
, β , ‘ 、

刁
β β , β 、

当 4∃ (。 时
,

Ω #4∃一 Ω
。

Ν 占
,

又 ∋ ‘ ,
#Ω

。
∃二 一 +Π 耘0 #Ω #4 ∃

, 4∃
:

因此
,

当 4Μ 4 。 时
,

+∋
「 =

#Ω #4∃∃一耘0 #Ω #4∃
, 4∃

]
’一 “ 9 ” % ” ’ 、 “ , ”0 、“ ’

] ] ‘ 、 ’ : 0 ’ 一

刁7 一
、” 、 “ , ’ “

” 目 ]
’

叫
’
一

’ 0 ” % ’ ‘一 二 、” 、 ’

“ 刁7 ]
、 ’ : 、 “ ‘ ’ “ ’

ΚΝ 二雳一
∴

:

在 φ ε φ 、内构造辅助 函数 少#7
,

4∃ ] 抓7∃
。Η Θ杯3∃

2 一脚
一“’

:

由此可知
,

Φ
,

伞] 。Φ ∴ 沪Η Θ 2 一脚
一 、’#Φ

,
甲

Η 仰∃Ν 比
=
沪Ν 一甲Ν  ,

记 Υ #7
,

4∃ ] 伞一 #∋
∴ 一 0 ∃

:

则当 #3
,

4∃ 2 φ ε φ , ,

Φ
Α Υ #3

,

4∃ Ν 一甲Ν  
:

由极值原

理可得
,

Υ #3, 4∃ 不在 φ ε φ 、内部取得负的最小值
:

事实上
,

若 Υ #3, 4∃ ] 少一 #∋
=
一0 ∃在 φ ε久 内部取得负

的最小值 Υ #7
∴ , 4 ∴

∃Ν &
,
4 ∴ Μ 4。

,

>
=

Μ Ω #4
,
∃

,

则

Φ
+ Υ #>

= ,
Α = ∃ ∃ 一 ‘· Η Σ , Υ ‘>

= , , χ
∃ Η Σ

厂
Υ #>

=
‘, Η , ,

, Α = , Ε6 #, ,
·

若 入一 。
,

显然立得矛盾
∴
若 人并 。 ,

对于积分项
,

我们作如下处理
:

当 。《 3+ #+ Η 刃镇Ω 。

时
, Υ #7

,

#+ Η 刃
,

4, ∃Μ  Μ Υ #7 , ,
(+ ∃ ∴

当 Ω
。

Ν >
=
#= Η 夕∃# Ω #4

+
∃时

,

χ Υ #7
,
#= Η 夕∃

, 4 +

∃ Κ镇 ϑ伞#7
,
# = Η 夕∃

, 4Α ∃ χΗ Κ
∋ ,

#7
,
#+ Η

, ∃∃ : Η Κ。 #>
=

#= Η , ∃
,
Α ∴ χ、 #= Η ∴ 、

·

∃ #= Η 二∃ Η �二一、 进而
,

由坐护
Ν
磊

Ν 。
,

得

ϑ
罕

一 ,

势
一 ,

Υ #7
,
#= Η , ∃

,
Α ,
∃Ε6 #, ∃

Κ
Ν Δ黑

:

χ 八= 社

当 Ω #4+ ∃ # 7
,
#= Η 5 ∃时

, Υ #7
,
#= Η 5 ∃

, 4+
∃》 Υ #7

, ,
4,

∃
,

有

Α
, Υ #7

∴ ,
Α ∴

, ∃ 一 二。3
, ,

χ ,
∃ Η Σ #

产
Ρ = 。罕

Η ∃孰势
Η
ϑ花

,

∃〔Υ #3
,
#= Η , ∃

,
, ,

卜
Υ #>

= , Α = , 〕Ε6 #, , Μ

“
飞丁一 工

罕
一 ,

努
Ρ

Υ #>
=
#+ Η 少∃

,
(∴ ∃Ε 6 #夕∃ Μ 一 甲

·

尸

χ
%

,

人

这与 Φ
, Υ #>

= ,
4,

∃Ν 一明矛盾
:

现在考虑 φ ε φ 4& 的边界
:

当 3 ] Ω# 4∃
, 4Μ 4 时

,

斌#7∃ 二 一 ∗ 3
一 ’一 ’

单增
,

又 Ω #4 ∃Ν 灭
,

则有
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沪‘
#Ω #4 ∃∃ Ν 一 % 一

‘ ,

刁
β

,
β , , , 、 、 , , , β , ]

: 、 、 , , , , 、 、 β

。
β β

,

露丫‘九‘忿,
’君∃ Π 气￡ 一 八 “ 价“

。 ‘

少沪 Φ九Φ 4 , 少又一派人

晶
, ‘Ω “,

, ‘, 一 #0 ‘= ∗
, , , : , 、

认Φ 4月 一 二共0 气Ω Φ 4 ∃
,
4少少Ν 0 Ρ

口 合

故 伞一 #∋ +
一0 ∃不在 7 Π Ω #4 ∃上取得极小值

:

当 4Π 4。 时
,

伞#7
,
4 。 ∃Μ Θ Μ ∋ ,

#7 ∃Μ ∋ ,
#7 ∃一0 #7

,
4。 ∃

,

即 少

一 #∋ ∴
一 0 ∃Μ  

:

由于 乎#7
, 4∃Μ 。 ,

故 +/Ι 少#7
, 4 ∃∃ 。 ,

+/Ι 〔伞一 #∋ ,
一0 ∃〕Μ  

:

这样由极值原理可得
,

当
> , 8& 7∀ 8&

#3
,
4 ∃任石ε φ 、 ,

有 , , #7 ∃一0 #7
,
4 ∃# 少#7

, 4 ∃
:

即 。,
#7 ∃一0 #3

,
4∃# 甲#3 ∃。Η Θ , #3 ∃2 一尽

‘一 4 ’《 # = Η Ω%
’

∃ #。

Η 2 一尽
‘一 4 ’∃

:

同理可得
,

0 #7
,
4 ∃一 ∋ +

#7 ∃# #= Η Ω%
Ζ
∃#。Η 2 一尽

‘一 , ’
∃

:

由 。 的任意性及+/Ι 0 #7
,
4 ∃ Π ∋ ,

#7 ∃可

知
,

它关于 7 一致
:

应用引理 = 及引理 � ,

我们有

引理 ? 设 #9 #7
, ( ∴ Ο ∃

, 3#( ∴ Ο ∃∃
,

#9 #7 ∃
,

38& ∃分别为问题 #� ∃
,

#? ∃的解
,

则

+/Ι 9 #7
, ( ∴ Ο ∃ ] 9 #7 ∃

,

不 , 。,

+/Ι 3#( ∴ Ο ∃ Π 3 8&
:

不今 8&

证明 +/Ι 9 #7
, Α , Ο ∃“ +/Ι 0 #7

, 4 ∃ ] ∋ ,
#7 ∃ ] ∋ Α

#7 ∃ Π ∋ #7 ∃
,

+/Ι 3 #( ∴ Ο ∃ Π +/Ι Ω #4 ∃ ] Ω。
:

由 ∋ ∴ , ∋ Ζ

丁, : 考∀ : 手币伪 4, :

的定义可知
,

#∋ #7 ∃
, Ω。∃为问题 #? ∃的解

:

再由问题 #?∃ 的解 的唯一性可知
,

9 #7 ∃ ] 。#7 ∃
, Α 。 “ Ω 。

:

这样命

题成立
:

? 结束语

根据上述渐近性结论
,

我们可以利用永久美式期权的价格和最佳实施边界
,

对美式期权及其最佳实

施边界进行估计并作渐近展开
:

这在金融上是有意义的
:

此外
,

我们还得到相应的误差估计及数值算例
,

限于篇幅
,
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:

本文得到同济大学边保军教授的指导
,

特此致谢
:
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