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一类二阶中立型泛函微分方程周期解的存在性
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摘要 利用一些分析技巧及 ≅
一

集压缩算子的抽象连续性原理
,

研究一类二阶中立 型泛 函微分方程周期解的

存在性
,

得到保证该类方程周期解存在的充分条件
:

关越词 中立 型泛 函徽分方程
,

周期解
,

存在性
,

≅
一

集压缩算子

中圈分类号  =� > 文献标识码 ;

近年来
,

对泛函微分方程周期解存在性问题的研究非常活跃
〔‘

·
� , ,

但对二阶泛函微分方程周期解的

存在性问题研究
,

大多局限带有常系数或具有常量时滞的泛函微分方程
:

文〔?〕研究的方程 Α Β #4∃ Χ 。Β #4

一 ∗ ∃〕
,,
Χ Δ #4

,
Β #4一 Ε ∃∃Φ Γ #4 ∃

,

其中
。 , 。 , Ε 均为常数

:

文〔∀ 〕研究的方程 /’’#4 ∃ Χ Δ #Β #4一 ( ∃ ∃ Φ Γ #4 ∃
,

其中

( ∃ 。为常数
,

, #Ε ∃以 � 井 为周期
,

且
芡
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, # , ∃Η Ε 一 。
·

然而
,

对于具有变系数
·#苦∃及具有多个滞量函数

·#Ε ∃

的二阶中立型泛函微分方程周期解的存在性问题
,

却很少有人研究过
:

本文研究二阶微分方程

〔Β #4 ∃ Χ 2 #4 ∃Β #4 一 ( #4 ∃∃〕
,,
Χ Δ #4

, Β #4 ∃
,
Β #4 一 ( Ε

#4 ∃∃
,
Β

‘

#4 一 介 #4 ∃∃∃ Φ Γ #4 ∃ #+∃

的周期解的存在性问题
:

其中
8 #4 ∃

, ( #4∃任口 #Ι
, Ι ∃ ϑ ( Ε

#4∃
, Ε �

#4 ∃任 Κ #Ι
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,
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:
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,
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,

未 Π <#4∃ Η 4 Φ  
:

Θ #4 , Β + , Β Ε , Β ?
∃是 Ι ‘

上的实连续函数
,

且对 4 是 Λ 周期“ 、 一

“
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的
:

利用一些分析技巧及 奋集压缩算子的抽象性连续原理
,

我们得到了一些关于式 #+∃ 周期解存在性的

新结果
:

本文的结果还可以进一步推广到更高阶的中立型泛函微分方程
:

= 预备知识

定义 = 设 Σ 是一个 Τ ∗ ) ∗8 Υ 空间
,

ς 是 Σ 的有界子集
:

令 ∗Β #ς ∃一 /) ,Ω 占Μ Ξ Πς 可表示为有限个集

合的并
Ε ς Ο

定义 �

0 ς
‘ ,

且每个 ς
、

的直径 Η /∗ Ψ
Β
#ς

‘
∃簇占Π

,

则称
∗ Β 为 ς 非紧性测度或 Ζ ∋ ( ∗ 4 & [ 3≅ /距离

:

设 Σ
,

∴ 均是 Τ∗) ∗8 Υ 空间
,

ς 8 Σ
,

算子 6
Ε
ς Ο ∴ 是连续且有界

:

如果存在常数 ≅∃ 。 ,

对任

何有界集 ] 8 ς
,

有
∗ 5 #6 #] ”簇≅∗Β #] ∃

,

则称 6 是 ς 上的 ≅
一

集压缩算子
〔”·‘,

:

如果 ⊥
Ε
Η & Ψ ⊥ 8 Σ , ∴ 是指标为 Ξ 的 _(2 Η Υ &+ Ψ 算子

,

由文〔>〕可以知道
,

对任何有界集 Τ 8 Η& Ψ ⊥
,

3 ∋ Γ Ω ( ∃ & Ω(∗
Β
#Τ ∃# ∗ 丫 #⊥ #Τ ∃∃ Π是存在的

:

因而我们可定义 +#⊥ ∃一 3 ∋ Γ Ω( ∃ & Π(∗
Β
#Τ ∃成 ∗ ,

#⊥ #Τ ∃∃
,

对任

何有界集 Τ 8 Η & Ψ ⊥ Π
:

引理 =明 设 ⊥ Ε

Η& Ψ ⊥仁 Σ Ο ∴ 是指标为 。的 _ (2 Η Υ&+ Ψ 算子
, 5 任∴ 是一固定点

:

假设 6
Ε

月Ο ∴ 是

≅
一

集压缩算子
,

≅ ⎯ +#⊥ ∃
,

口Κ Σ 是有界的且关于 。2 口 对称的开子集
,

并且满足
Ε
#=∃ ⊥ Β 笋几6 Β 十砂

,

9 Β

任%口
,

9 几任 #&
, = ∃ ϑ #� ∃ 〔α6 Β Χ α夕

, Β 〕
·

〔α6 #一 Β ∃Χ α夕
,
Β 〕⎯ &

,

9 Β 任 %。门≅ 2 ( ⊥
,

其中〔
· , ·

〕是 ∴ Β

Σ 的某双线性泛 函α
二
∴咔

8 & ≅2( ⊥ 是投影算子
:

那么
,

至少存在一个 Β 任几
,

满足 ⊥ Β Ο 6 Β 十5:
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设 Σ Φ Ω Β +Β #4 ∃任 % #Ι
,

Ι ∃
Ε Β #Λ Χ 4 ∃一 Β #4 ∃ Π

,

∴ Φ ΩΒ ΠΒ #4 ∃ 任Κ #Ι
,

Ι ∃
Ε Β #Λ Χ 4 ∃ Φ Β # 4 ∃ Π

,

δ Φ

ΩΒ εΒ #‘∃ 2 Κ
’
#Ι

,

Ι ∃
Ε Β #Λ Χ ‘∃一 Β #‘∃ Π

·

定义 ==Β +Π
。
一

,

默洛+Β #‘∃ ε
,

Π= Β ==
,
一

Ε

酥呈毛Ω == Β +Ω
。 ,

ε+Β ‘

==
。

Π
,

ΠΠΒ Πφ
Ε Φ Ψ ∗ Β # Π】Β ΠΠ

。 ,

Π】Β
‘

ΠΠ
。 ,

】ΠΒ’’ ΠΠ
。

Π
:

则 Β
,

γ
,

∴ 分别在 】ΠΒ ΠΠ
Ε ,

ΠΠΒ ==
, ,

Π= Β ==
。

之下构成 Τ ∗ ) ∗ 2Υ

空间
:

定义算子 ⊥ Ε
Β 一 ∴

,

有⊥ Β Ο Β’’
,

9 Β 任 Σ
:

又定义算子 6
Ε
Β 一∴

,

有 6 Β #4∃ Ο 一 Δ #4
,
Β #4 ∃

, Β # 4一

Ε ,
#4 ∃ ∃

,
Β ‘

#4一 Ε �
#4 ∃∃ ∃一 2 ,’

#4 ∃ Β #(一 Ε #4 ∃ ∃一 Α �
。‘ #4 ∃ #+一 ( ‘

#4 ∃ ∃一 8 #4 ∃ Λ’’#4 ∃〕Β
‘
#4一 Ε #4 ∃ ∃一 。#4 ∃ #= 一

(’#4 ∃∃
’

Β’’ #4 一 Ε #4 ∃∃
,

9 Β 任 Β
:

则方程 #=∃ 转化为算子方程 ⊥ Β Ο 6 Β Χ Γ #4∃
:

在本文 中
,

我们采用以下记

号
,

即

+Β #4∃ +
。

∗ Φ =8’’#4 ∃ Π
。
Χ

尹 φ 8’’#4 ∃ +
。

Π = 一 Ε ,
#, #4 ∃∃ φ

:

二二二 ε) ∗ Σ
(〔〔 

:

月
Π Β #4 ∃ Π

,

, Β #4 ∃ φ: Ο ) 飞ε)
4〔 ⊥&

,

月
Π Β #4 ∃ Π

,

δ2 ,

#4∃ #γ 一 Ε ‘

#4 ∃∃ 一 。#(∃厂#4 ∃ +
。
Χ +。#4 ∃ #γ 一 Ε ,

#4 ∃ ∃�
=
。 ,

:

Λ Π δ8 ,

#4 ∃#= 一 ( ,

#4∃∃ 一 。#4 ∃厂#4∃ φ
。 :

= 。#4 ∃ #= 一 Ε ,

#4 ∃∃
�

Π
。

十一一一下不习行面了万一一一 寸 Ρ

而
花

习万五万汀万
‘

其中 , #4∃ 是 4一抓 4∃ 的反函数
:

定理 设以下 ∀ 个条件均成立
:

#;
+
∃ Ζ 一 ∗ ⎯ =

,

Υ⎯ =
:

#;
δ
∃ 存在常数

∗ Μ Ξ
,

当 Π川 ∃ ∗ 时
,

9 #4
,
5

,

γ ∃任Ι Σ Ι , ,

Δ #(
,
Β 刁

, γ ∃Μ  
:

#;
?
∃ 存在常数 月Μ  

,

当 Β ∃ ∗ 时
,

9 #4
,

夕
, γ ∃ 任 Ι Σ Ι , ,

Δ #4
,
Β

,

夕 , γ ∃镇<:

#;
ϑ
∃ 存在以 Λ 为周期的非负连续函数 η ,

#4 ∃
, η δ

#4 ∃
,

使得当 ΩΒ+ #
∗ ⎯ Π川 十 Πγ+

,

9 4任Ι 时
,

ΠΔ #4
,
Β , 5 ,

γ∃ Π镇ηϑ
#4 ∃ Π川 Χ 瓦 #4∃

:

则方程 #+∃ 至少存在一个 界周期解
:

在证明此定理之前
,

我们先证明以下一些引理
:

引理 � 〔β , ⊥ 是指标为 。的 _ ( 2 Η Υ& +Ψ 算子
,

并且满足 +#⊥ ∃∃ =
:

引理 ? 在定理 + 的条件下
,

设 几 是 Σ 的任一有界子集
,

则 6
Ε

)一∴ 是 ≅
一

集压缩的
,

且 ≅ ⎯ =
:

因篇

幅限制
,

证明从略
:

引理 ∀ 在定理的条件下
,

存在常数 ιΜ &
,

使得微分方程

⊥ 尤 Ο 又6 Β Χ 砂 #4 ∃
,

入任 # 
,

= ∃ #� ∃

的任一解 Β #4 ∃任Σ
,

均满足 ΠΠΒ ΠΠ
Ε

⎯ ι:
证明 设 Β #4 ∃任 Β 是式 #� ∃的任一解

,

则 Β’’Ο 又6 Β Χ 久Γ #4∃
,

即 Β’’#4 ∃Χ 人〔Β #4∃ Χ Ε #(∃Β #4一 Ε #(∃∃〕
,,
二

久Γ #4 ∃一久Δ #4
, Β #4 ∃

,
Β #4一 ( ,

#4 ∃∃
, Β ,

#4一 晓 #4 ∃ ∃∃Χ 孟Β’’#4 ∃
:

对上式从 。到 Λ 积分
,

则有

丁Ε
Δ #。

,
Σ #。,

,
Σ ‘卜

一 “, ,
,
Σ ‘

#‘

一
#‘, , , Η‘一 。

·

#? ∃

记 ]
ϑ
Φ Ω4 2 Α &

,

月
Ε Β #4 ∃Μ ∗ Π ϑ

凡 Φ Ω4任〔Ξ
,

Λ〕
Ε Β #4 ∃⎯ 一 ∗ Π ϑ ]

?
Ο Ω4 2 〔&

,

Λϕ
Ε

ΠΒ #4∃ Π#
∗ ,

φΒ #4一 ( ϑ
#4 ∃∃ +

Χ ΠΒ
‘
#4一 ( Ε #(∃ ∃ Π# 必

ϑ ]
ϑ
Φ Ω4任 Α&

,

Λ〕
Ε

ΠΒ #4 ∃ Π镇
∗ ,

ΩΒ #4一 Ε 、#4∃∃ φΧ φ Β
‘
#4一介 #4 ∃∃ Π∃

∗ Π
:

由定理的条件

可知
,

Ω
、 Δ ‘φ

,
Σ #φ ,

, Σ ‘φ

一
‘φ , ,

,
Σ“φ

一
‘φ , , , Η φ 镇 。

, “
=

,
。Λ Χ , “

�

,
。
Λ “ 5Λ

·

则有
丁

Ε Ε Δ ‘φ
,
Σ #φ ,

, Σ #卜

一 ‘Ε , ,
, Σ ‘

#φ

一
‘φ , , , Η Ε

一
#

丁
Ε =

Χ

丁
、 Χ

丁
。 , Δ ‘φ

, Σ #φ ,
,
Σ ‘Ε

一
#φ , ,

, Σ “Ε

一
#亡, , , Η φ 一∃ 一刃 一 终 Ρ

5Λ
:

其中
,

夸一 Ψ ∗ Β
Ω+ Δ #4

,
Β , 5 , γ ∃ Π

Ε 4任印
,

了习
,

ΠΒ+ # 。 ,

Π川十 Π二 Π《
。 Π

:

从而有

丁Ε
Π Δ ‘Ε

, Σ #Ε ,
,
Σ #‘

一
“ , ,

,
Σ ‘

#‘

一
#‘, , , ‘Η‘ Ρ

#, Χ
, Χ ,

Χ
Ω

Ν

∃ Π Δ #‘
, Β #, ∃

,
Β #, 一 ( Ε

#, ∃∃
, Β ,

#才一 。 #才∃ ∃∃ Π Η , 蕊

% ] + % ] Ε % 乓 % 气

产十 #群 十笋 十 5Λ ∃ 十笋 Χ 5Λ 一 �#刃 十终 十 5Λ ∃:

由条件 #凡 ∃及式 #?∃ 可知
,

必存在 4。 2 「&
,

Λ」
,

使得 ΠΒ #4&∃ Π#
口

:

从而对 9 4任〔 
,

Λϕ
,

有

Σ ‘φ , ,、 , Σ #φ
。

, ΩΧ ,

丁ϑ
, Σ“φ , , Η φ ,镇 · Χ

丁Ε
, Σ“φ , ‘Η亡

·

#∀ ∃

又由于 Β # ∃ Ο Β #Λ ∃
,

所以必存在 4 Ε 任 Α。
,

Λ」
,

使得 ΠΒ
‘

#4
=
∃ φ Ο 。

:

因此
,

对 9 4任〔 
,

Λ〕
,

有
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Σ “φ , ‘、 , Σ “Ε =
, ,Χ ,

丁∃
=

, Β’’‘φ , , Η φ ,镇 。 Χ

丁Ε
‘Β’’ #Ε , , “

·

#> ∃

并且
,

我们又可由上述两个不等式得到

丁Ε
Π Σ #Ε ∃ , Η , 、 · Ε Χ 尹

丁Ε
Π Β’’#Ε ∃ : Η ,

,

丁Ε 一
’
#, ∃ , ‘Ε 、

币
: Β’’‘, , “ ,

·

#! ∃

由于 Β’’二孟6 Β Χ 又< #4 ∃
,

所以

Π Β’’#4 ∃ ε# Π Δ #4
,
Β #4∃

,
Β #4 一 ( +

#4 ∃ ∃
, Β

‘

#4 一 几 #, ∃∃∃

Π δ2 ‘#4 ∃#γ 一 了#4 ∃∃ 一 。#4∃厂#4∃ Π
。

Π Β

ΠΧ = 8’’#4 ∃ Π
。

】Β #4 一 ( #4 ∃∃ ΠΧ

,

#4一 Ε #4∃∃ φΧ

Π 。#4∃#= 一 ( ‘#4 ∃∃忍 Π
。

Π Β’’ #4一 Ε #(∃ ∃ ΠΧ Π Γ #4 ∃ Π
。

:

#� ∃

对上式从 Ξ 到 Λ 积分
,

可得

厂
, Β’’#, ∃ , Η Ε 、 � #二 Χ 二 Χ 、 ∃ Χ Π 8’’#Ε , 一

丁Ε
‘Σ #‘一‘亡, , , Η , Χ

Π � 。
,

#Ε ∃ #卜一#。∃卜
·#Ε
丫#Ε ∃ :

。

丁Ε
、

, ·#, ∃#卜
·‘# , ∃ ∃

�

φ
。

%Ε
: Β’’ #‘一#, , ∃

Β ,

#4一 Ε #4 ∃∃ Π Η ( Χ

Π Η 4 Χ φ < #4 ∃ Π
。Λ

:

#β ∃

由 ( #& ∃ Φ ( #Λ ∃及 Β #4 ∃
,
Β

,

#4 ∃
,

Β’’ #4 ∃的周期性
,

可得

,
, Σ “一#‘, , “‘

,
, Σ“‘一#‘, , ’Η‘

%Ε
, Β’’“一“, ’“‘

Π Β #4 ∃ ,
= 一 ( ,

#,#4 ∃∃

+Β ,

#4∃ ε
= 一挤#, #4 ∃∃

εΒ’’#4 ∃ +
+ 一 ( ,

#, #4∃ ∃

Η φ 、

不筛丽
二厂

, Σ ‘亡, , ‘φ
,

‘Ε 、 万二扁丽
二厂

‘Σ ’

“, , “
,

‘Ε 、 几刃标呱丁Ε
, Β’’“, , “

·

式Ε 找泊Η&一以一代州(#Λ一Λ�手一�

 
!

 
!月

�

∀#!
一一一一一一

所以
,

由式 ∃ % &
, ∃ ∋& 及上述不等式可得

()
�

,,
, 、 ∗ ,

+ + ,

+
�

一
�

,
、

− .’’∃/ 川
。

,
⋯

, 、 �

,
� ,

「
) �

!
。 0 1 “ , 0 2 ‘气 乙‘3 , 十 ‘, 十 4 , ’十 ∗了二不万而下

。 ’ 十 ‘5 、‘, ’。 ‘ 十 “

!
。 ’1 、‘, ’ 6 ‘

·

因此
,

有
� 、

叮
, , , 、 , , + + ,

+ 一 ,
、 �

− .’’∃/ &0
。 。 二

, � 、 �

甲
‘上一 “ ,

」
。 0 1 叹‘少 0 “‘气 以卢, 一 ‘, 十 4 , 少十丁丁二入万而下

“ ! 个 ’5 、不, ’。 ! ’

即

((
�

、八 � 」‘

7 8∃ 盯 十盯 十 9) & �

: .’’∃ ; −
。 。 )

�

− <∃/ & −
。)

【 ∗ 工 “ = > ? ‘ 之尧竺

—
� ( 飞, 0

#≅
一, 丁Α 丁丁于丁丈, 下

� , Β
�

Α一气
, Α ( ,

Α Β #≅ ,
�

≅# 犷##
� �

! Χ 一

∗ 一 九 − 0 一 ( 气! 火不月 ∗Δ ∗ 一 几 ∗ 一 几

∃ Ε &

从式 ∃ Φ & , ∃ Γ &和式 ∃ Ε &可得

− 1 ∃ /& −镇 Η Ι
0 一 ϑ

− Κ’’∃ / & 0
。

十万二万不不万兀

Η )
Λ ,

− < ∃ / & −
。

尹
丁一Α 一丁 , (

≅#
, 犷#≅ #≅ 一气尸, Α 一

∗ 一 九 ∗ 一 九
叠 Μ

, ,

1
,

∃ / & ∗∃
∗ 一 ϑ

0.’’∃ / & 0
。

 Ν ‘ ( ,
∃ Ο ∃ / & & −,

Η )
�

− < ∃/ &  
。) 。 、 ,

Β
,

Α
�

下犷 , Α Α 一一育一一Α 下一一一 ‘会 上社8
。

∗ — Π 0 — Π —

显然
,

正常数从
,

Μ8 与 入无关
�

从而有

二二二 Π ∗ ∋ Θ
/ 〔Ρ Δ �

月
− 1 ∃ / & Ο成Μ∗

,
二二二 Π 0Η Θ

/〔Ρ ; ,

月

1 ‘

∃/&  ∃ 风
�

记 2 Σ Τ Η 1 : −Υ ∃ / , 1 , 9 , Ν & −
ς /任〔Χ

,

月
,

 1 −《从
,

−9  簇Μ∗
,

�
8

∗∃ 从 −
�

则由式 ∃ 4 &可得

01’’ ∃ / & 0毛 ! Ι / .’’∃ / & >
。

Μ0 Ι ∗ Ν # , ∃ / & ∃ ∗ 一 ( , ∃ / & & 一 。∃ / &厂∃ / & >
。

Μ8 Ι

−
。∃ / & ∃一

ς ‘∃ (& &
,

−
。

− 1’’ ∃ (一 ς ∃ / & & −Ι − 5 ∃ (& 0
。 ,

即 >Ω 1 ,,

∗�
。

∃ 2 Ι  
‘,,

∃ / & 0
。

Μ∗ Ι −8 。
, ∃ / & ∃ ∗一 ς ,

∃ / & & 一 ‘∃ / & 厂∃ / & −
。

Μ8 Ι −。 ∃ / & ∃ ∗一 ( ‘∃ / & & ’ −
。

−− 1

−< ∃ / & −
。

�

又由于
Η Ξ ∗

,

从而 −
。∃ / & ∃ 0一 ( ‘

∃ ( & & ’ −
。

Ξ ∗
,

所以
∗�

,
, 八 ς , 7 己Ι − .’’∃ / & >

。

Μ0 Ι ∗ Λ . ‘∃ /& ∃ Ν 一 ( ‘
∃ / & & 一 。∃ / & )’’∃ /& 0

。

Μ8 Ι − 5 ∃ / & >
。

∗01’’“, �∗
。

镇

一
一亏汁渝亦汗衍满份, 一, 一一竺

显然
,

正常数从 与 Ψ无关
�

记 Μ , Τ Η1 ∃城 十 ∗
,

从 十 ∗ ,

呱 Ι ∗
, 。 Ι ∗ −

,

则正常数 Μ 与人

式 ∃ ∗Δ & , ∃ ∗ ∗ &可得
,

对于方程 1’’ Σ 入Ζ 1 Ι 几5 ∃ / &
,

∃ # ∃ Χ
,

∗ & &的任一解 1 ∃ /& # Θ
,

均满足 >01

会从
�

∃ ∗ Δ &

,’

 −
。Ι

∃ ∗ ∗ &

无关
�

于是
,

由

:− ς Ξ Μ�
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Ε

一类二阶中立型泛函微分方程周期解的存在性 =� Θ

定理的证明 由本节前部分的说明可知
,

要证 明方程 #=∃ 至少存在一个 手周期解
,

等价于证明算

子方程 ⊥ Β Ο 6 Β 十 Γ #4∃ 在 Σ 中至少存在一个解 Β
:

因此
,

只需要证明算子方程 ⊥ Β Ο 6 Β Χ <# 4∃ 满足引理

= 的全部条件即可
:

事实上
,

令 口一 ΩΒ 任 Σ
Ε

φΠΒ φε
Ε

⎯ ι Π
,

于是由定理的条件可知引理 � 成立
:

因此
,

6
Ε

几、∴ 是 ≅
一

集

压缩的
:

又由引理 ? 可知引理 = 的条件 #”成立
:

现在
,

我们在 Ε Β 二 上定义一个双线性泛函〔一 〕
Ε

〔,
,
Σ

卜价
#
4∃Β

#4∃Η
Ε

,

并定义投影算子 α
Ε

Ο = (Λ

ε
一

8 & Ι 2 ( 乙 Ε
叼夕Φ 下苏 = 5 ⊥4少Η 4

三 % Ξ

,

9 5 任∴
:

对于 9 Β 任刁口门≅ 2( ⊥
,

有 Β Ο ι 或 Β Ο 一ι
:

因此

【α 6 Β 十 α<
,
Β 」Αα6 #一 Β ∃ Χ α<

,
Β 〕Ρ

‘厂
‘

α6Β
Χ α< , Η‘

‘丁Ε
Δ ‘Ε

,

ι
,

ι
, 。, Η‘

·

·

打
‘α6 #
一

, 十勿 ’Η‘ Ρ

丁Ε
Δ ‘Ε

,

一ι
,

一 ι
,

的 Η‘⎯ 。
·

即引理 + 中的条件 #� ∃得到满足
,

所以引理 = 中的所有条件都满足
:

从而算子方程 ⊥ Β Φ 6 Β Χ <#4∃ 中在
Β 中至少存在一个解

,

即方程 #+∃ 至少存在一个 ΛΡ 周期解
:

? 结束语

目前
,

对于具有变系数及多个可变时滞的二阶中立型泛函微分方程
,

其周期解存在性 的结果还很

少
,

因此
,

我们将继续这方面问题的研究
:
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