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拟交比同胚作为拟对称函数的偏差估计

林 � 珍 � 连
(华侨大学数学系, 福建泉州 362021)

摘要 � 单位圆上的拟交比同胚和拟对称函数,都是拟共形映照边界值的一种几何表征� 文中在 Zajac等人对

两者关系研究的基础上作进一步研究,改进相关结果并得到更好的上界估计.
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1987年, Krzy�z�1 给出了单位圆周 T = { z | z= 1}上的拟对称函数的定义. T 到自身的一个保向同胚

 h 是拟对称的,当且仅当存在一个常数 �!1,使得对 T 的每一对不相交的, 但相邻且具有相等弧长的开

子弧 �1 , �2 , 有|  h(�1) | / |  h(�2) | ∀ �.其中| �|表示弧长. 用 QT ( �)表示 T 上的一切��拟对称函数所成的
集合. Q

0
T ( �)= { f # QT ( �) , f ( 1) = 1} . 随后, Zajac

�2 
给出了单位圆周上拟交比同胚的定义, 即单位圆周

T 的一个保向同胚 f 称为T 的一个拟交比同胚. 如果对 T 上不同有序的 4点 z 1 , z 2 , z 3 , z 4 存在常数 K

!1, 则满足

 1/ K ( [ z 1 , z 2 , z 3 , z 4 ] ) ∀ [ f ( z 1) , f ( z 2 ) , f ( z 3) , f ( z 4 ) ] ∀  K ( [ z 1 , z 2 , z 3 , z 4 ] ) .

在上式中, [ z 1 , z 2 , z 3 , z 4 ] =
z 3- z 2

z 3- z 1
∃ z 4 - z 2

z 4 - z 1

1
2

,  K ( t )= !- 1
( K

- 1!( t) )是 Hersch�Pfluger 偏差函数.用

A T ( K )表示 T 的一切拟交比同胚所成的全体, A
0
T ( K )= { f # A T ( K ) ; f ( z ) = z , z

3 = 1} . 关于 A T ( K )是

不是拟对称的问题, Zajac作出了肯定的回答,并证明了相关定理�2 
. 本文在此基础上,改进了结果.

1 � 相关事实

设 M( ∀)表示 ∀中保向同胚的 M%obius变换, 置 a
*
=

a
| a| , a # Rn

/ {0} .设 #( x )= a
*
+ r

2
( x - a

*
) ,

r
2= | a| - 2- 1是球 S

n- 1
( a

* - r )中的反形, Pa= { f | f = x - 2x
a
| a|

} . 则 T a= Pa � #a # M ( ∀) , 且有 T a : ∀

&∀, T a(a)= 0, T a(- 1)= - 1, T a (1)= 1.设( X 1 , d1) , ( X 2 , d2)是度量空间,且 L !1, f : X 1 &X 2是连续

的.如果 d2( f ( x ) , f ( y ) ) ∀ L d1( x , y ) , !x , y # X 1 ,则 f 是L�李普希兹的, 用 L ip ( f )表示具有这样性

质的 L .文�3 有如下 2点结论. (1) L ip ( T a | ∀)= sup
| T ax - T ay |

| x- y|
=

1+ | a|
1- | a|

, x , y # ∀, x ∋y . (2) 若 ∃

# (0,
%
2 ) , x∃= ( co s∃, sin∃) , y∃= ( cos∃, - sin∃) ,则存在一个 M%obius变换 T a : ∀& ∀� 它具有 T a (- 1)

= - 1. T a(1)= 1, T a( x∃)= i= - T a( y∃) , 且 L ip ( h� f | ∀)= cot (
∃
2
) .由此可知,若 f # A T ( K ) , h是T 到

T 的一个自同构,则有 L ip ( h� f | ∀) ∀ 1/ sin( ∃f / 2) .事实上,若 f # A T ( K ) ,可找到一个 h, 使得 h� f ( z 1)

= &1 , h� f ( z 2)= &2 ,其中 z 1= - z 2 , &1= - &2 . 考虑 T a= h� f , a= | h(0) | e
i∋
,则有某个 z 0 # T, 使得

|
h � f ( z 0 ) - h � f (- z 0)

f ( z 0 ) - f (- z 0)
| ∀ 2

2sin( ∃f / 2)
=

1
sin( ∃f / 2)

, (1)
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sup
x , y # ∀

| T ax - T ay |
| x - y |

=
1+ | a |
1- | a |

∀ 1
sin( ∃f / 2)

. (2)

2 � 主要结论及证明

定理 1 � 如果 f # A T ( K ) , 则存在一个常数 �= �( f , K ) ,使得 f # Q T (�)且

� ∀ (( K ) (1/ sin2 ( ∃f / 2) ) . (3)

� � 证明 � 设 z 1 , z 2 , z 3 , z 4 是 T 上任意不同 4点,则有

[ z 1 , z 2 , z 3 , z 4 ]
2

[ z 2 , z 3 , z 4 , z 1 ]
2 =

| z 3 - z 2 |(| z 4 - z 1 |
| z 4 - z 3 |(| z 2 - z 1 |

.

对任意的 f # A T ( K ) , w i= f ( z i ) ,且&i= h(w i ) , i= 1, 2, 3, 4� 其中, h是 T 到T 的一个自同构, 它满足

&4 = - &2 .考虑 T 的一个有序4点组 z 1 , z 2 , z 3 , z 4 ,且满足 z 4= - z 2 , | z 2- z 1 | = | z 3- z 2 | , 因此有[ z 1 , z 2 ,

z 3 , z 4 ] = [ z 2 , z 3 , z 4 , z 1 ] .根据 K�拟交比同胚的定义式, 我们有

1/(( K ) ∀ | &3 - &2 | | &4 - &1 |
| &4 - &3 | | &2 - &1 |

∀ (( K ) .

设 �= arg(
&2- &4
&1- &4

) , )= arg(
&3- &4
&2- &4

) ,则 0< �, )<
%
2
,
| &3- &2 | | &4- &1 |
| &4- &3 | | &2- &1 |

=
tg�
tg)

, 且 1/ (( K ) ∀ tg�
tg)

∀ (( K ) , )

∀ arctg ((( K ) tg�) ∀ (( K ) arctan( tg�)= (( K )�.同理, 有 �∀ (( K )), 1/ (( K ) ∀ )
�
∀ (( K ) . 设z 1z 2= { z #

T: ar gz 1< argz< argz 2 }且| z 1z 2 | = | arg z 1- ar gz 2 | 表示它的测度, 则对 T 的任意一个子弧 ∗, 有

1 - | a |
1 + | a |

| ∗| ∀ | h
- 1
( ∗) | =

)∗
| ( h

- 1
)∗( z ) | d | z | ∀ 1+ | a |

1- | a |
| ∗| ,

其中 a= | h(0) | .由 f = h
- 1� ( h� f ) ,可得

| w 2w 3 |

| w 1w 2 |
=

| h
- 1

(&2&3) |

| h
- 1

(&1&2) |
∀

1 + | a |
1 - | a |

2

|
&2&3
&1&2

| ∀ (( K )
1

sin
2
( ∃f / 2)

.

� � 为了证明定理 2, 我们还需下面的引理.

引理 C
�2, 4, 5 � 对每一个 K !1, f # A

0
T ( K ) , 有

| f ( z ) - z | ∀ | arg f ( z ) - argz | ,

| f ( z ) - z | ∀ 4

3
max
0 ∀ t ∀ 1

[  
2
K ( t ) - t ] .

其中 M (K ) = max
0 ∀ t ∀ 1

[  2K ( t )- t] =  2
K (

1

2
) - 1是精确的,且 M (K ) = 1- (

K + 1
3K- 1

)
2
.

定理 2 � 如果 f # A
0
T ( K ) , 则存在一个仅与 K 有关的常数�!1,使得 f # Q

0
T ( �) ,其中

� ∀

(( K )
1

cos2 ( 4

3
(  2

K (
1

2
) - 1) )

, � � 1 ∀ K ∀ K 1 ,

5
6
(( K ) +

1
3
(2( K ) +

1
3
(2( K ) , � � K > K 1�

(4)

在式(4)中, K 1为满足方程 cos
2
(
4

3
(  

2
K (

1

2
)- 1) )=

2
3
的解.

证明 � 因为 f # A
0
T ( K ) , 根据文�4 中定理 2可知, ∃f >

2%
3
- 4arctg ( (2  2K (

1

2
)- 1) / 3) ,从而有

ctg
2
( ∃f / 4) <

1
3
(
1 +  

2
K (1/ 2)

1 -  
2
K (1/ 2)

)
2
=

1
3
(1 + 2(( K ) )

2
. (5)
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将式(5)应用于式(3) ,可得式(4)中 K > K 1 的估计式,即有

1
sin

2
( ∃f / 2)

= 1 + cot 2(
∃f

2
)

2
=

1 +
1
4
( ctg ( ∃f / 4) -

1
ctg( ∃f / 4)

)
2 ∀

3
4
+

1
4
ctg2( ∃f / 4) ∀ 5

6
+

1
3
(( K ) +

1
3
(2 ( K ) .

式(5)中第 1个不等式由 ∃f 的定义可得.另一方面,由引理 C有

∃f > min
z # T

(%- 2 | arg f ( z ) - argz | ) !%- 8

3
M(K ) .

因此,得

1
sin2 ( ∃f / 2)

∀ 1

cos
2
(
4

3
M(K ) )

.

将这个估计式应用于式( 3) ,即可得式( 4)中 1 ∀ K ∀ K 1 的估计式, 其中 K 1 是满足方程

1

cos
2
(
4

3
M (K ) )

= min
1 ∀ K < +

(
5
6
+

1
3
(2( K ) +

1
3
(( K ) ) =

3
2
,

即 cos 2(
4

3
(  2 K (

1

2
)- 1) )=

2
3
的解. 证毕.

3 � 结束语

拟对称函数的 �的上界估计在拟共形映射的研究中具有十分重要意义� 本文在 Zajac基础上对拟

交比同胚作为 ��拟对称函数的 �作进一步研究,得出了比 Zajac更好上界估计.
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Deviation Estimation for Quasihomographies as

a Quasi�Symmetric Function
Lin Zhenlian

( Department of Mathem at ics , H uaqiao University, 362021, Quanzhou, China)

Abstract � Quasihomog raphies and quasi�symmetric function on the unit cir cle a re geometr ic char act erizations of boundary

value of quasi� confo rmal mapping . The author improves some relevant r esult s, and obtains a bett er estimation o f upper

bound.
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