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差分方程辨识稳定水位流量关系的实现
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摘要 � 水位流量关系的确立是一个难题,利用曼宁公式求解会产生较大误差. 文中利用基于差分方程的系统

辨识方法,描述稳定河道的水位流量关系; 利用实测水文数据与现有的各种方法进行对比研究. 仿真结果表

明,该方法可以较好地提高对水文数据的拟合精度.
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水位流量关系曲线常用的计算公式(曼宁公式)为

Q = aH
b
,

上式中, Q为流量, H 为水位, a, b为待定系数.为求得参数 a, b, 传统方法一般先将上式两边取对数转化

为线性方程,即

lnQ = lna + blnH .

再用最小二乘法求线性方程的参数,经过逆变换后求出原方程的参数.上述传统水位流量关系拟合方法

存在以下 3个方面的问题. (1) 经线性变换后再利用最小二乘方法求出的参数 a, b, 只能使取对数后的

方程总残差达到最小,并不能使方程 Q= aH
b 的总残差达到最小.因此, 不能认为曼宁公式所拟合的水

位流量关系最优〔1, 2〕
. (2) 实际计算中, 水位的初始零点选取凭经验确定, 这导致了最后结果中的误

差
〔3〕

. (3) 曼宁公式的推导基于宽浅人工渠道并采用了一些近似,因而存在模型误差.

针对传统方法的种种缺陷,目前已有学者提出了一些改进方法,如直接拟合方法〔1~ 2〕、零点误差消

除方法〔3〕和多项式拟合方法等.直接拟合方法不取对数,直接由公式求取曼宁公式参数,因曼宁公式为

非线性方程,可考虑用遗传算法求解. 零点误差消除方法将传统模型变为 Q= a( H + c)
b
. 为确定参数,

先按几何级数选取 3个流量值,使得 Q
2
2= Q1Q 3 ,从曲线上查得相应水位 H 1 , H 2 , H 3 ,利用

c =
H

2
2 - H 1H 3

H 1 + H 3 - 2H 2

求得 c后,再用传统方法求解.此外,也可用遗传算法对参数 a, b, c统一编码来直接求取参数最佳值.多

项式拟合方法将稳定的水位流量关系看作一种单值曲线,用带一个未知数的多项式函数来逼近.于是,

流量可以表示为水位的多项式函数 Q= �
m

i= 0
ai H

i
, 其中 m 为多项式的最高阶数.上述改进方法均力求改

进传统方法存在的问题, 在实际使用中能取得一定的效果.

1 � 基于差分方程的系统辨识方法

实际上,任一确定季节时的确定河道可被近似认为是一个单输入、单输出( SISO)系统, 在给定一个

输入(水位)时, 河道对应一固定输出(流量) . 因而,可考虑采用系统辨识的方法来进行处理. 此外,传统

方法和现有的改进方法都是以代数方程来描述水位流量关系.由于河流可看作一个动态系统,因而可以

用微分或差分方程加以描述. 基于上述考虑, 可以采用基于差分方程的系统辨识方法来建立稳定河道的
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水位流量关系. 采用基于差分方程的系统辨识方法来辨识一个系统, 主要的工作是确定系统模型的阶次

和参数.文中采用 F 阶检验法辨识系统的阶次,并采用递推最小二乘法求解模型参数.

1. 1 � 阶次辨识

对 SISO线性系统而言, 由于实际动态过程总是存在惯性,过程的响应将滞后于激励, 所以其实际

模型形式可取为

A ( q
- 1

) y ( t) = B ( q
- 1

) u( t - d) + e( t ) , (1)

式(1)中, A ( q
- 1

)= 1+ a1 q
- 1+ �+ anq

- 1
, B ( q

- 1
) = b0 + b1q

- 1 + �+ bnq
- n

. n 表示模型阶次, d 表示纯

滞后时间,此即为 SISO 模型的结构参数.考虑如下模型的阶次检验问题, 有

y ( k) = - �
n

i = 1
aiy ( k - i) + �

n

i= 1
biu ( k - i) + e( k) ,

取预报误差准则为

J ( n) = �
N

t = 1
w

2
( n, �̂) = �

N

t= 1
{ y ( k ) - x

T
( k) �̂} 2

. (2)

其中

x
T
( k ) = [- y ( k- 1) , - y ( k- 2) , �, - y( k- n) , u( k- 1) , �, u( k- n) ] ,

�̂= [ a1 , a2 , �, an , b1 , b2 , �, bn ]
T
.

判定模型阶次的问题可归结成给出一系列的 n: n1< n2 �,相应的参数估计记为 �̂1 , �̂2 , �.计算 J 的值,

得 J ( n1 , �̂1) , J ( n2 , �̂2) , �.取当 n增加时 J 无明显变化的 n i 作为阶的估计值.由于干扰误差 e( t)的存

在,当阶次从 n1 增加到 n2 时, J ( n1)到 J ( n2 )是否有显著变化只能用统计的方法加以判断. 设模型的真

实阶为 n, n2> n1 是两个被检验的阶次, 则 n的确定可以提成如下的假设检验问题.即 H 0 : n2 > n1 �n.

若 H 0 成立,则 J 的下降不明显,即 J ( n1 )- J ( n2 )不显著;如果 J ( n1)- J ( n2 )不显著,则接受 H 0 ,即认

为此时的 n1 和 n2 已接近真实阶次 n了.对一般线性动态模型

A ( q
- 1

) y ( t) = B ( q
- 1

) � u(1 - d ) + e( t) ,

由于有 2n个参数, 当干扰 e( t )是独立正态变量时,其统计量为

�=
J ( n1) - J ( n2 )

J ( n2)
� N - 2n2

2( n2 - n1)
. (3)

服从渐近 F( 2( n2 - n1 ) , N - 2n2)分布,并用于检验 H 0
〔4〕

.

1. 2 � 模型参数计算

对 SISO系统差分方程的参数估计,是在系统阶已确定的假设下进行的.对模型

y ( k) = - �
n

i= 1
a iy ( k - i) + �

n

i= 1
biu( k- i) + e( k) (4)

而言,它的元素都是第 k 次采样前的输入与输出测量值,所以是已知的.于是,式(4)可变换为

y ( k) = x
T
( k)�+ e( k) (5)

设 �̂为 �的估计,则 �̂与输入、输出测量值之间关系可表达为

y ( k) = x
T

( k) �̂+ �( k) . (6)

�( k)是用 �̂去拟合输入和输出测量值序列之间关系的差分方程时所残留的差值,称为残差.令

J = �
2
( k- N + 1) + �

2
( k - N + 2) + �+ �

2
( k) . (7)

则 J 就是N 个残差的平方和,使 J 最小的参数估计 �̂LS被称为最小二乘估计.在水位流量关系中,需要

对参数进行在线估计,利用新的观测数据来不断改进参数估计或跟踪受控对象的参数变化.如果采用批

量算法,显然是不现实的.因此,应考虑采用递推算法, 有

P( k+ 1) = P( k) -
P( k)x( k+ 1) x

T
( k+ 1) P( k )

1+ x
T
( k + 1)P( k)x( k + 1)

, (8)

�̂( k+ 1) = �̂( k ) +
P( k) x( k + 1) [ y ( k+ 1) - x

T
( k+ 1) �̂( k) ]

1+ x
T
( k + 1)P( k)P( k + 1)

. (9)

式(8) , (9)组成了最小二乘估计的递推算法. 该算法克服了批量算法的缺点,具有计算量小、占用存储空

间小的特点,适合于在线实时辨识.
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2 � 仿真研究

利用四川省都江堰灌区部分水文数据进行仿真研究,如表 1所示. 误差准则 E p 为累计平方误差,

E f 为累计绝对值误差. (1) 采用传统算法求得 a= 2. 913, b= 2. 370 5. 于是, 可以得到水位流量关系为

Q= 2. 913 �H
2. 370 5

. (2) 采用遗传算法〔5〕直接拟合时,取种群大小为 30,最大进化代数为 800,交叉概率

表 1� 四川省都江堰灌区某处水位流量关系数据

H 0. 50 0. 60 0. 70 0. 80 0. 90 1. 00 1. 10 1. 20 1. 30 1. 40 1. 50 1. 60 1. 70 1. 80

Q 0. 40 0. 87 1. 40 1. 99 2. 62 3. 26 3. 97 4. 71 5. 51 6. 40 7. 23 8. 33 9. 35 10. 4

为0. 2,变异概率为 0. 01,染色体长度为 24, 评价函数为 f ( x )= 3/ ( s- 1) .其中 s= �
n

i = 1
| Qi- aH

b
i | , a, b统

一编码,各占 12位, 可得最佳个体为 12 633 410.经解码得 a= 3. 259, b= 1. 986.所得相应水位流量关

系为

Q = 3. 259�H
1. 986

.

(3) 采用零点误差消除方法.由原始水文数据(表 1中的数据由原始水文数据中抽出) ,在 Q1= 0. 54, Q2

= 2. 31, Q3= 9. 88时能满足�Q
2
2 = Q1 Q3 . 相应水位为

H 1 = 0. 53, � � H 2 = 0. 85, � � H 3 = 1. 75.

由公式

c =
H

2
2 - H 1H 3

H 1 - 2H 2 + H 3

可求得 c= - 0. 353 45.取对数后,由最小二乘法则计算得 a= 6. 074 5, b= 1. 404. 于是,改造后的曼宁

公式为

Q = 6. 074 5( H - 0. 353 45)
1. 404

.

也可采用遗传算法统一求解参数 a, b, c. 此时, 求解方法与采用遗传算法直接拟合曼宁公式类似.所得

结果为 a= 5. 294, b= 1. 584, c= 0. 268 6. ( 4) 采用辨识方法的实际计算过程是,使用递推最小二乘算

法计算 �̂时,首先进行初始化.取 �̂= 0, P (0) = 10
6

I ,其中 I 是 2n � 2n 维单位阵.可以验证,利用式(8) ,

(9) , 从 k= 1开始计算,当 k�2n时就会得到逼近于批量算法初始化的效果.根据表 1中的数据,分别令

模型阶次为 1, 2, 3,可求得相应的参数值, 分别为

�̂
T
1 = [- 0. 946 5, 0. 907 8] ,

�̂
T
2 = [- 1. 316 6, 0. 313 3, 2. 157 3, - 1. 843 5] ,

�̂
T
3 = [- 1. 360 7, 0. 602 9, - 0. 250 4, 2. 601 6, - 2. 207 2, - 0. 007 7]�

由式(7)可得其拟和残差,分别为

J 1 = 0. 010 0, � � J 2 = 0. 004 2, � � J 3 = 0. 003 9.

在求得 J 1 , J 2和 J 3 后,可由式(3)计算出

�1 = 6. 904 8, � � �2 = 0. 307 7.

� � 因为 �服从渐近F (2( n2- n1) , N - 2n2 )分布,取置信度 �= 0. 05, 由 F 分布表可查得 F �(2, 12)=

3. 89, F�(2, 10)= 4. 10, 则可得系统阶次为 2.在判定系统阶次为 2 后, 根据所求参数, 则水位流量关系

可被描述为

y ( k) = 1. 316 6y ( k - 1) - 0. 313 3y ( k - 2) + 2. 157 3u( k- 1) - 1. 843 5u( k- 2) .

总结以上各方法结果(多项式拟和方法由于较易计算, 此处从略) ,可得仿真结果,如表 2所示.

表 2� 仿真结果

误差准则 传统方法 遗传算法 消零传统 消零遗传 多项式一 多项式二 多项式三 多项式四 辨识一阶 辨识二阶

Ep 3. 496 0. 341 0. 094 0. 030 1. 870 0. 006 0. 004 0. 003 0. 010 0. 004

E f 5. 043 1. 346 0. 895 0. 485 4. 466 0. 253 0. 196 0. 185 0. 310 0. 183

3 � 水位流量关系曲线的绘制

在求得上述二阶非齐次常系数差分方程后,由水位测取时存在的等间隔特性,可将方程改写为
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y ( n+ 2) - 1. 316 6y( n + 1) + 0. 313 3y ( n) = 0. 031 4n + 0. 341 3.

其中, n为表 1中数据编号.根据表 1中前两组数据,解此方程可得

y ( n) = 2 085. 8 � 1. 004 8
n
+ 0. 032 9 � 0. 311 8

n
- 9. 540 1n - 2 085. 8.

于是,水位流量关系表达式可被描述为

Q = 2 085. 8 � 1. 004 810H- 4
+ 0. 032 9 � 0. 311 810H- 4

- 9. 540 7H - 2 047. 7.

根据上式,可绘制水位流量关系曲线,如图 1所示.图中� + �号为表 1中原始水文数据点.

图 1 � 辨识方法得到的水流关系曲线

4 � 结束语

水位流量关系的确立是一个比较困难的问题.假定具体河道为一个 SISO 系统后,可以根据系统辨

识的方法加以处理. 文中利用基于差分方程的系统辨识方法,考察了稳定河道水位流量关系的确立,并

与已知的其他方法作了对比计算. 从仿真计算结果可以看出,采用辨识方法可达到更令人满意的效果.

这说明,利用该方法建立稳定河道水位流量关系具有有效性和适用性.
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The Implementation of the Identification to the Steady

Relationship between Waterlevel and Waterflow

with the Difference Equations

Yang Shihai① � � Zhou Xinzhi②

(① College of Inform at ion Science and Engineerin g, H uaqiao University, 362021, Quanzhou, China;

② S chool Elect icity and Elect ronic Informat ion, Sichuan U nivers ity, 610064, C hengdu , Ch ina)

Abstract � To establish relationship between water level and wat er flow is a difficult problem, and to so lve by using Man�

ning's fo rmula w ill engender fair ly g r eat er ro r. The autho rs describe the relation betw een w ater lev el and w ater f low o f a

steady river course by using t he method of difference equation�based sy st em ident ification; and carr y out a comparativ e

study by using measurement of hydro lo gical data and various methods now ava ilable. A s indicated by simulated r esults,

the method notably improve the pr ecision of fit of hydro lo gical data, it is o f effect iveness and usability.

Keywords � system ident ification, relationship bew een water lev el and w ater flow , Manning�s fo rmula, differ ence equa�

t ion
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