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具状态依赖时滞微分方程的周期正解

韩  飞   王全义
(华侨大学数学系, 福建泉州 362011)

摘要  运用不动点定理,研究一类具状态依赖时滞的微分方程周期正解的存在性. 得到一些正周期解存在的

充分条件.所得结论改进现有的结果.
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文112研究了如下形式的具状态依赖时滞的非自治微分方程

yc( t) = - a( t) y( t) + f ( t , y ( t - S1( t, y ( t ) ) ) , ,, y ( t- Sm( t, y ( t ) ) ) ) , (1)

yc( t ) = a( t) y ( t) - f ( t, y( t - S1( t , y ( t ) ) ) , ,, y ( t - Sm ( t , y ( t ) ) ) ) (2)

周期正解的存在性. 如文11, 22中所述, 目前关于具状态依赖时滞微分方程周期正解存在性的结果尚不

多见.本文研究方程(1) , (2) , 所得结果改进了文11, 32中的结果.其中 a( t) I C(R, [ 0, + ] ) ) ,且 a( t)不

恒为 0, a( t+ X) = a( t) , Si ( t , u) I C( R@ [ 0, + ] ) , R) , Si ( t+ X, u)= Si ( t , u) , ( t , u) I R @ [ 0, + ] ) , X>

0, f ( t , u1 , ,, um ) I C( R@ [ 0, + ] )
m
, [ 0, + ] ) ) , f ( t+ X, u1 , ,, um )= f ( t, u1 , ,, um ) , t I R, u i I [ 0,

+ ] ) , i= 1, 2 ,, m. 方程(1) , (2)包含了许多种群动力学模型,如(1) 具状态依赖的单种群 Logist ic模

型122为

yc( t ) = y ( t) [ a( t) - 2
n

i= 1
bi ( t ) y ( t - Si ( t , y ( t ) ) ) ] ,

(2) 具有时滞依赖的红细胞再生模型142为

y ( t) = - a( t) y ( t) +
a( t)

1 + y
n
( t- S( t, y( t) ) )

,

等等.

1  预备知识及引理

先给出锥的定义.设 X 是 Banach 空间, K AX 非空,且满足: (1) 对任意 u, v \0,任意 x , y I K , 有

ux+ vy I K ; (2) 若 x I K , - x I K ,则 x= 0.那么,称 K 为X 中的一个锥.

引理 1
152  设 X 是 Banach 空间, K 是X 中的一个锥,并设 r 和R 是满足 0< r< R 的常数. 假设算

子 T: �8R HK yK 是全连续算子,并且如果下面条件

PKI [ 0, 1] ,   Px I K H 5 8 r ] x X KT x ,

v 7 I K \ {0} ,   Px I K H 5 8R ,   PD\ 0 ] x X Tx + D7 ,
(A)

或

PKI [ 0, 1] ,   Px I K H 5 8R ] x X KT x ,

v 7 I K \ {0} ,   Px I K H 5 8 r ,   PD\ 0 ] x X Tx + D7
(B)
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成立.那么, T 在 K H{ x I X : r< +x +< R}中有一个不动点.令 X= { y ( t ) I C(R, R) | y ( t+ X) = y ( t ) , t

I R} , 取 +y += max
0 [ t [ X

| y ( t) | ,则在此范数下易知 X 是 Banach 空间.

下面只证明方程(1)的情况,方程( 2)可类似证得.

引理 2  求解方程(1)的 X周期解等价于求解积分方程(3)的 X周期解.有

y ( t ) = Q
t+ X

t
G ( t , s) f ( s, y ( s - S1( s, y ( s) ) ) , ,, y ( s - Sm( s, y ( s) ) ) ) ds, (3)

其中 G( t, s)=
exp( Qs

ta ( l )dl )

exp( QX
0 a( l) dl )- 1

.

证明  设 y ( t )是方程( 1)的 X周期解,在方程(1)两端同时乘以 exp(Q
t

0
a( s)ds ) .整理并从 t到 t+ X

积分,可得

y( t + X) exp(Q
t+ X

0
a( s)ds) - y ( t ) exp(Q

t

0
a( s)ds) =

Q
t+ X

t
exp(Q

s

0
a( l )dl ) f ( s, y ( s - S1 ( s, y ( s) ) ) , ,, y ( s - Sm( s, y ( s) ) ) )ds.

所以, y ( t) = Q
t+ X

t
G ( t , s) f ( s, y ( s - S1( s, y ( s) ) ) , ,, y ( s - Sm( s, y( s) ) ) ) ds , 即 y ( t)也是方程(3)的解.

反之,若 y ( t )是方程(3)的 X周期正解,则对方程(3)两端关于 t求导得到方程(1) .

定义 X 上的算子T : Ty ( t ) = Q
t+ X

t
G ( t , s) f ( s, y ( s- S1( s, y ( s) ) ) , ,, y ( s - Sm ( s, y ( s) ) ) )ds ,容易证

明( T y ) ( t+ X) = ( T y ) ( t ) , t I R.所以 T : X yX .

由引理 2可知, 求解方程(1)的周期解等价于求解积分方程 y ( t )= T y ( t)的周期解,即求解算子 T

在X 上的不动点.

引理 3  算子 T 是全连续算子.

证明  该证明过程与文112中相同,略.

定义 K = { y | y I X , y ( t) \0, y ( t ) \R+y +} , R= exp(- Q
X

0
a( s)ds) .

引理 4  K 是X 中的锥.

证明  对于任意 u, v \0, 任意 x , y I K ,有 x ( t) \0, y ( t ) \0, x ( t) \R+x +, y ( t) \R+y + ,所以

ux ( t)+ vy ( t ) \0, ux+ vy \uR+x ++ v R+y + \R+ux+ vy + .又若 y ( t ) I K , - y ( t ) I K , 由 K 的定

义可知 y ( t) = 0. 所以 K 是 X 中的锥.

引理 5  算子 T 在K 上的像仍在K 中,即 T K AK .

证明  对于任意 s I [ t , t+ X] ,其中 t I [ 0, X] ,有

AC G ( t, t) [ G( t , s) [ G( t , t + X) C B,

则 R=
A
B

[ G( t , s)
G( t , t+ X)

[ 1. 对于任意 y I K ,有

+Ty + [ BQ
X

0
f ( t , u)dt ,

同时有

( Ty ) ( t) \AQ
X

0
f ( t, u) dt \ A

B
+Ty + = R+Ty + \ 0.

所以, Ty ( t) I K , 故 TK AK .

2  主要定理及证明

定理 1  假设条件

lim
| u| y 0

inf
0 [ t [ X

f ( t, u1 , ,, um )
| u |

> a( t) ,   lim
| u| y+ ]

sup
0 [ t[ X

f ( t , u1 , ,, um )
| u |

< a( t ) , ( B1)

或
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lim
| u| y 0

sup
0 [ t [ X

f ( t, u1 , ,, um)
| u |

< a( t ) ,   lim
| u| y+ ]

inf
0 [ t [ X

f ( t, u1 , ,, um )
| u |

> a( t) ( B2)

成立.那么,则方程( 1) , ( 2)存在周期解,其中| u | = max { | u1 | , ,, | um | } .

证明  假设条件(B1)成立.

由 lim
| u| y 0

inf
0 [ t [ X

f ( t, u1 , ,, um )
| u |

> a( t ) ,可以找到 E> 0和 0< r ,使得当 0 [ | u| < r , t I R时有

f ( t, u1 , ,, um) > a( t) ( 1+ E) | u | .

取 7 S 1.下面证明对于任意 y I K H5 8r 和D\0, 有 y X T y+ D7 ;否则,存在 y 0 I K H5 8 r 和 D0 \0,使

得 y 0= T y 0+ D0 . 取 G= min
tI R

y 0( t ) ,则对于 Pt I R,有

y0 ( t) = ( Ty 0) ( t) + D0 =

Q
t+ X

t
G ( t, s) f ( s, y 0( s - S1( s, y 0( s) ) ) , ,, x 0( s - Sm ( s, y 0( s) ) ) )ds \

Q
t+ X

t
G ( t, s) a( s) (1+ E) max

1 [ i [ m
| y 0( s - Si ( s, y 0( s) ) ) | ds \

G(1 + E)Q
t+ X

t
G ( t , s) a( s)ds = G(1 + E) .

因此,可得 G\(1+ E)G,矛盾.所以对于任意 y I K H5 8 r 和D\0,有

y X Ty + D7 . (4)

由于 lim
| u| y+ ]

sup
0 [ t [ X

f ( t, u1 , ,, um)
| u| < a( t) ,则存在 r1 > r ,使得当| u| > r1 , t I R时,有

f ( t, u1 , ,, um) < a( t ) | u | .

取 r2>
r1

D
, 证明对于任意 y I K H5 8 r 和 KI [ 0, 1] ,有

y X KT y . (5)

否则,存在 y 0 I K H5 8r
2
, K0 I 0, 1] ,满足

y 0 = K0Ty 0 .

显然,K0 X0. 因为 +y 0( t) += r 2 ,并且对任意 t I R, 有

r1 < Rr 2 [ y 0( t - Si ( t, y 0( t) ) ) [ r2 ,   i = 1, 2, ,, m .

由此可得

f ( t , y 0( t - S1( t, y 0 ( t) ) ) , ,, y 0( t - Sm ( t , y 0( t ) ) ) ) <

a( t ) max
1 [ i [ m

| y 0( t- Si ( t, y0 ( t) ) ) | ,   t I R.

因此可得

y 0 ( t) = K0Q
t+ X

t
G ( t, s) f ( s, y 0( s - S1( s, y 0( s) ) ) , ,, y 0( s - Sm( s, y m( s) ) ) )ds <

Q
t+ X

t
G ( t , s) a( s) max

1 [ i [ m
| y 0( s - Si ( s, y 0( s) ) ) | ds [ r2Q

t+ X

t
G( t, s) a( s)ds = r 2 .

所以可得 +y 0 += r 2< r 2 ,矛盾.

由式(4) , ( 5)并根据引理 1,可得T 有一不动点 y I K H { y ( t ) I X | r< +y +< r2} . 由引理2和引理

3,可得 y 是方程(1)的正 X周期解.

同理可以证明当条件(B2)成立时的情况.

注 1  定理 1的条件比文112的定理条件要求较弱.

注 2  文142对方程(1) , (2)当 Si ( t, y ( t ) )= Si ( t) , i= 1, 2, ,, m 时,即时滞不是状态依赖型的类型

进行了讨论.故文142的定理 2. 1是定理 1的特殊情况,并且本文定理 1所要求的条件较文142的定理条

件要求宽松.

推论 1  假设下面条件之一成立.即

lim
| u| y 0

inf
0 [ t [ X

f ( t, u1 , ,, um)
| u |

= 0,   lim
| u| y+ ]

sup
0 [ t [ X

f ( t, u1 , ,, um)
| u |

= + ] , (6)
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或

lim
| u| y 0

inf
0 [ t [ X

f ( t, u1 , ,, um)
| u |

= + ] ,   lim
| u| y+ ]

sup
0 [ t [ X

f ( t, u1 , ,, um )
| u |

= 0. (7)

那么,方程(1)存在周期解.

证明  由本推论的条件可以推出定理 2的条件,由定理 1可知推论成立.

推论 2  考虑方程

yc( t) = y ( t ) [ a( t) - 2
m

i= 1
f i ( t , x ( t - Si ( t) ) ] ,

在式(1)中, a( t) I C(R, ( 0, + ] ) ) , a( t+ X)= a( t ) , f i ( t , y ) I C( R@ [ 0, + ] ) , [ 0, + ] ) ) , Si I C(R,

[ 0, + ] ) , Si ( t+ X) = Si ( t) , f i ( t+ X, y )= f i ( t , y ) , i= 1, 2, ,, m, X> 0是常数.

若下面条件之一成立.即

lim
| u| y 0

sup
t I [ 0, X]

f i ( t , u) = 0,   lim
| u| y + ]

inf
t I [ 0, X]

f i ( t, u) = + ] ,   i = 1, 2, ,, m, (8)

或

lim
| u| y 0

inf
t I [ 0, X]

f i ( t , u) = + ] ,   lim
| u| y+ ]

sup
t I [ 0, X]

f i ( t, u) = 0,   i = 1, 2, ,, m. (9)

那么,方程至少存在一个正 X周期解.

证明  由本推论的条件可以推出推论 1的条件,由推论 1可证明得.

注 3  本推论即是文162的定理 1.

3  例子

考虑方程

yc( t ) = y ( t)
cos( t) + 8

2
- ( 2+ sin( t ) ) ( y

1/ 2
( t - sin( t- y ( t ) ) ) + y( t - sin( t- y ( t ) ) ) )

所以

a( t) =
cos( t) + 8

2
,   f ( t , u1 , u2 ) =

(2 + sin( t) )
2

( u
1/ 2

+ u) ,   X= 2P.

于是, lim
| u| y 0

inf
0 [ t [ X

f ( t, u)
| u |

= + ] > a( t) , lim
| u| y+ ]

inf
0 [ t [ X

f ( t, u)
| u |

= 2< a( t) . 因此,由定理 1可得此方程至少有一

个正周期解.但是,由文112的定理不能判定.
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Existence of Positive Pesitive Periodic Solutions to a Class of

Differential Equations with State-Dependent Delay

Han Fei   Wang Quanyi
( Department of Mathem at ics , H uaqiao University, 362021, Quanzhou, China)

Abstract  By applying a fixed po int theor em, the author s study the ex istence o f positive periodic so lutions t o a class o f

differ ent ial equations w it h stated-dependent delay . Some sufficient conditions for the ex istence of po sitive per iodic solu-

t ions are obtained. The autho rsc r esults improve the r esult s in liter atures now available.

Keywords  state-dependent delay, po sitiv e per iodic solution, fix ed po int theo rem, different ial equation
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