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一类 Cauchy问题解的唯一性及其应用
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摘要 � 利用极值原理和 Schauder理论, 构造恰当的辅助函数.证明基于 Vasicek 模型下, 市场利率衍生物满足

的定解问题的解的存在性和唯一性.最后, 阐述其结果在金融数学中的应用.
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利率是金融市场上最重要的价格变量之一,它直接决定相关金融产品的定价和利率风险的管理.许

多学者提出以模型刻画利率的随机行为,其中 Vasicek 模型的影响力和应用范围在衍生物定价中是最

为广泛的.它的一个重要特征是利率具有均值回复特性. 即随着时间的推移, 利率呈现出向某个长期平

均收敛的趋势. 另外, Vasicek模型可以显式表示市场风险价格及其衍生物的价格, 有很简单的分析表

达式�1� .它为衍生工具的定价和利率风险的管理提供了方便. 因此,研究 Vasicek 模型很有必要. 目前国

内外对该模型的研究还比较少,且主要集中在实际应用中,并未进行深入的理论研究. Vasicek在 1977

年利用概率论的方法,只是获得了在到期日支付 1美元的零息票债券价格的解析表达式
�2�

.本文利用偏

微分方程( PDE)方法证明基于 Vasicek 模型下,市场利率衍生物满足定解问题的解的存在性和唯一性.

1 � 利率衍生物的定价模型

设利率 r 满足方程

dr t = �( b- r t ) ldt + �dw t , � � �> 0. (1)

在式(1)中,参数 �是均值回复速度, b 是短期利率的长期平均值, �是短期利率的瞬时波动率, w t 是标

准的Wiener 过程� 利用 �对冲技巧和无套利原理, 可得到利率衍生物满足的偏微分方程是系数无界

的线性抛物型方程
�3�

.记 �P ( r, �)为利率衍生物的价格,则有

��P
��+

�2

2
�2 �P
�r 2 + �( b- r)

��P
�r - r�P = 0. (2)

为确定方程(2)的一个解,需要给出终值条件.利率衍生物在到期日的价值等于它的收益,即

�P( r, T ) = �( r ) . (3)

因此,到期日 T 的利率衍生物满足终值问题

��P
�� +

�2

2
�2 �P
�r2 + �( b- r )

��P
�r - r�P = 0, � � - � < r < + � , � 0 < � � T ,

�P( r, T ) = �( r ) , � � - � < r < + �
(4)

作自变量代换 t= T - �,问题(4)则转化为线性变系数抛物型方程的 Cauchy 问题,有

LP =
�P
�t -

�2

2
�2 P
�r2 + �( r - b)

�P
�r + rP = 0, � � - � < r < + � , � 0 < � � T ,

P( r , 0) = �( r) , � � - � < r < + � .

(5)
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2 � 解的唯一性的证明

引理 1
�4� � 即极值原理� 若函数 u( x , t ) � C

2. 1
( QT ) �C( �QT ) ,且满足不等式

| u( x , t) | � M exp[�| x |
2- �

] ,

在上式中, M, �, �都为正常数� 在 Q T 内满足线性抛物型方程

�u
�t

- a( x , t )
�2 u
�x 2 + b( x , t )

�u
�x

+ c( x , t) u = f ( x , t) .

其中,区域 Q T= ( a, b) � (0, T ] , a( x , t) ��> 0, c( x , t ) �0.当 f ( x , t) � 0时, u( x , t )的非负最大值只能

在抛物边界�P Q T 上取到.

定理 1 � 若 Cauchy 问题(5)的解 P( r , t ) � C
2. 1

( H T ) �C( �H T ) ,且满足增长条件� 即存在常数 M>

0和 N> 0,使得| P( r , t ) | � Mexp[ N r
2
] .其中区域 H T = (- � , + � ) � ( 0, T ] ,则这类解必唯一.

证明 � 假设 P1( r, t ) , P2 ( r, t)是 Cauchy 问题的两个解,并令 P( r , t )= P 1( r , t )- P 2( r , t ) ,则 P( r,

t)满足问题

�P
�t

-
�2

2
�2P
�r2

+ �( r - b)
�P
�r

+ rP = 0, � � - � < r < + � , 0 < t � T ,

P( r, 0) = 0, � � - � < r < + � ,

(6)

且存在某一个 N 0> 0,使

| P( r, t ) | � N 0exp[ Nr
2
] . (7)

为证明 P( r , 0) � 0, 可引进辅助函数

H ( r , t ) = exp[
kr

2

1 - �t
+ �t ] , � � 0 � t � 1

2�
, (8)

其中 k, �, �都为待定的正常数. 为此,作简单的计算并利用带 �的 Cauchy 不等式可得

LH
H

= r + �+
k�r 2

(1- �t ) 2 +
2�kr

2

1- �t
-

2�bkr
1 - �t

-
k�2

1 - �t
-

2k
2�2r2

(1- �t ) 2 �

-
r
2

�
- c(�) + �+ k�r 2

( 1- �t ) 2 +
2�k r

2

1 - �t
- �2b2

-
k
2
r
2

(1- �t ) 2 -
k�2

1- �t
-

2k
2 �2r 2

(1 - �t )
2 . (9)

为保证 LH / H �0,可取充分大的 �,可得

�- �
2
b
2
-

k�2

1- �t
- c(�) � 0, (10)

再取充分大的 �,则可得

1
�

+
k�

(1 - �t ) 2 +
2�k

1 - �t
-

k
2

( 1- �t ) 2 -
2k

2
�
2

( 1- �t ) 2 � 0� (11)

注意到 0 � t � 1
2�

,式(10) , (11)可简化为

�� �2 b
2

+ 2k�
2

+ c(�) ,

� �- �+ 2k�
2

+ k+
1
�k
�

(12)

因此, L H / H �0� 下面考虑函数
V ( r , t) : P( r, t) = H ( r, t) V ( r, t) ,

其中 H ( r , t)由式(8)定义.经过简单的计算后, V ( r , t)满足方程

�V
�t

-
�2

2
�2V
�r 2 + [ �( r - b) -

�2

H
�H
�r

]
�V
�r

+ V
L H
H

= 0� (13)

由变换 P( r , t )= H ( r , t ) V( r , t )和式(7)知, V ( r, t)在区域 D1 = (- R, + R) � (0,
1
2�

]的抛物边界| r| = R

上有估计为

| V ( r, t) | � N 0exp[ Nr
2
-

kr
2

1 - �t
- �t ] � N 0exp[ Nr

2
- kr

2
]� (14)

而在 D 1 的底面 t= 0上, P( r , 0) = 0, 则 V( r , 0) = 0. 于是由式 L H / H �0和极值原理,断定在区域 D 2=
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(- R , + R ) � [ 0,
1
2�

]中有

| V ( r , t ) | � cexp[ Nr
2
- kr

2
]�

则当 R � + � , k> N 时,可得到在区域 H T
1 = ( - � , + � ) � [ 0,

1
2�]中 V ( r, t) � 0.用同样的方法, 可以

继续证明在 1
2�
� t � 1

�
,

1
�
� t � 3

2�
等带形区域中 V ( r , t ) � 0,对 P ( r , t)有同样的结论. 因此, 定解问题

的解是唯一的.

3 � 解的存在性的证明

定理 2 � 若 �( r )连续且存在 M0 > 0和 h> 0, 使| �( r ) | � M 0e
hr 2

,则 Cauchy 问题( 5)在区域 H T =

(- � , + � ) � (0, T ]中存在解 P( r, t) � C
2. 1

( H R ) �C( �H T ) .

证明 � 记 BN = { r | | r | < N } , Q
N
T = BN � (0, T ] , S

N
T = �B N � (0, T ] .考虑第一边值问题

�P
�t -

�
2

2
�2P
�r 2 + �( r - b)

�P
�r + rP = 0, � � ( r, t ) � Q

N
T ,

P( r , t ) = �( r) , � � ( r , t) � S
N
T ,

P( r , 0) = �( r) , � � r � BN .

(15)

由定理 5�5� ,边值问题在区域 Q
N
T 中存在解,为

PN ( r , t ) � C
2+ �, 1+

�
2 ( �QN

T ) , � � 0 < �< 1�
为证明 PN ( r , t )在区域 Q

N
T 中有界,可变换为

PN ( r , t ) = exp[
kr

2

1 - �t
+ �t ] V N ( r, t) , � � 0 � t � 1

2�
� (16)

上式中, �, k, �为待定的正常数,并记

H ( r , t) = exp[
kr

2

1- �t
+ �t ] ,

T 1 =
1
2�

.

则在区域 Q
N
T
1
= BN � ( 0, T 1)中有

�V N

�t
-
�2

2
�2 V N

�r2
+ [�( r - b) -

2kr�2

1- �t
]
�V N

�r
+

LH
H

V N = 0, � � ( r , t) � Q
N
T
1
,

V N ( r , t) = �( r ) exp[-
kr

2

1 - �t
- �t ] , � � ( r, t) � S

N
T
1
,

V N ( r , 0) = �( r ) exp(- kr
2
) , � � r � BN�

(17)

为保证 LH / H �0,可取 �, �, �充分大和恰当的 k ,使之有

�� c(�) + 2k�2 + a
2
b
2
,

� � 2k�
2

+ k+
1
�k
�

利用极值原理, V N ( r , t )在区域 Q
N
T
1
= (- N , + N ) � (0,

1
2�

]中不能取到正的最大值, 而在区域的抛物边

界上有估计.即

| V N ( r , 0) | = | �( r ) exp(- kr
2
) | � M 0e

hN 2

,

| V N ( r , 0) | S N
T1

| = | �( r) | SN
T 1
exp[-

kr
2

1- �t
- �t ] | � M 0ehN

2

�

在区域 Q
N
T
1
中, N N ( r, t) � M0ehN 2

� 即

PN ( r, t ) � M0 exp[ hN
2

+
kr

2

1- �t
+ �t ] .

因此, PN ( r, t)对 �k> 0一致有界� 即令 k �0,则
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PN ( r , t ) � M 0exp[ hN
2
+ �t ]� (18)

用同样的方法, 经过有限步后(后一次的步长都比前一次的步长小)可以证明 P N ( r, t )在 H T 中�k> 0

一致有界.对任意的 Q
m
T= Bm � (0, T ] � Q

N
T = B N � (0, T ] � H T , �m< N� 当 N 充分大时, 由 Schauder

内估计,有

| PN ( r , t ) | 2+ �, Qm
T
� c( m) , � � �m < N� (19)

在式(19)中, c( m)与 N 无关.由 Asco li�Arzela定理可知, { PN ( r, t) }在 Q
m
T 中存在收敛的子序列.应用通

常的对角线序列法, 可取{ PN ( r , t ) }的子序列{ P
i
N ( r , t) }与函数 P ( r , t ) � c

2+ �, 1+ �
2 ( H T ) , 使得对任意的

Q
m
T � Q

N
T � H T .当 i � � 时, P

i
N ( r , t ) ,

�P i
N ( r, t)
�t ,

�P i
N ( r , t)
�r ,

�2P i
N ( r, t)
�r 2 在 H T 中分别收敛于 P ( r , t) ,

�P ( r , t)
�t ,

�P ( r , t)
�r ,

�2 P( r , t )
�r2 . 因此,极限函数 P ( r , t) � C

2+ �, 1+ �
2 ( H T ) , 式(15)按上述子序列取极限,满

足方程(5) . c( m)与 m有关� 又由式( 18) , (19)可知, 在任意的有界区域 Q T 中 P ( r, t) � C
2+ �, 1+ �

2 ( �Q T ) ,

并且对于( r, t) � QT , 有

| P ( r , t) | � M e2 r2� (20)

在式(20)中, M 为仅依赖于M 0 , T 的常数. P ( r, t)显然满足方程和初值条件,即 P ( r , t )为 Cauchy 问题

(5)的解.

4 � 结束语

本文的研究结果表明,基于 Vasicek模型下的任何利率衍生产品,在市场风险中性过程中只存在一

个公平价格,即仿射结构解.另外, 本文在理论研究上也是很有意义的. 一方面,丰富了此类定解问题的

适定性的研究; 另一方面,为债券市场中利率衍生物的定价提供了理论上的保证.
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Uniqueness and Application of the Solutions to

a Class of Cauchy Problems

Pan Jian
( Department of Mathem at ics , H uaqiao University, 362021, Quanzhou, China)

Abstract � By means of max imum pr inciple, Schauder theo rem and by constr ucting appropr iate aux illiary funct ion, the

autho r pro ves the ex istence and uniqueness o f the so lutions to a terminal quest ion in which the der iv at ives o f Vasicek mod�

el�based market rate o f interest satisfy; and sets fort h the application o f its r esults to financial mathematics.

Keywords � Vasicek model, Cauchy problem, maximum principle, uniqueness
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