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解高阶抛物型方程的三层显式差分格式
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(华侨大学数学系, 福建泉州 362021)

摘要 � 对高阶抛物型方程提出一个三层显式差分格式, 其局部截断误差阶是 O(�2+ h4) . 证明当 m 为 1, 2, 3

时, 其稳定性条件为 r= �/ h2m< 1/ 22m- 1 . 数值例子表明所提的格式是有效的 , 理论分析是正确的.
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本文考虑如下的高阶抛物型方程周期初值问题

�u
�t

= (- 1) m+ 1 �2mu
�x 2m , � � x � R , � t > 0,

u( x , 0) = f ( x ) , � � � � x � R,

u( x + L , t) = u( x , t) , � � x � R, � t > 0,

(1)

其中 R= (- � , � ) , f ( x )为周期为 L 的周期函数. 1960年, �� !∀#∃在文�1�中对方程(1)混合问题,提

出了一类含权因子 �(0 � �� 1)的两层差分格式

u
n+ 1
i - u

n
i

�
= (- 1) m+ 1

{��
2m
x u

n+ 1
i

h
2m + ( 1- �) �

m
xu

n
i

h
2m } (2)

(初边值条件处理同文�1�,从略,下同) . 式中 �, h分别为时间 t 及空间方向 x 的步长, u
n
i 为 u ( ih, n�)的

差分逼近, �
2m
x 表示 x 方向的 2m 阶中心差分算子, m 为正整数.当 �= 0时,它为显格式,其局部截断误

差阶为 O(�+ h
2
) ,而稳定性条件为 r=

�
h

2m �
1

22m- 1 .而在其他情况下,它均为隐格式, 其局部截断误差阶

为 O(�
2
+ h

2
) (当 �=

1
2
)或 O(�+ h

2
) .本文将采用待定系数法,构造出一个两层高精度隐格式及一个三

层高精度显格式,两者的局部截断误差阶都是 O(�
2
+ h

4
) .证明了当 m= 1, 2, 3 时, 前者是绝对稳定的,

后者的稳定性条件为 r<
1

22m- 1 .

1 � 差分格式的构造

用如下含参数的差分方程逼近微分方程(1) , 有
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其中 �0 , �1 , �2 , �, �6 为待定参数.适当选取这些参数,可以使差分格式( 3)逼近微分方程(1)具有尽可能

高阶的离散误差,而且有较好的稳定性. 当问题(1)的解充分光滑时,仿照文�2�,将格式(3)中的 u 在节

点( ih, n�)处展开成 Taylor 级数, 可知为使局部截断误差阶达到 O( �2 + h
4
) , 必须同时满足诸条件为
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�0 + �1 + �2 + �3 + 2�4 = 1, � � �5 + �6 = 1, � � 1
2
( �0 - �1 - �2 - �3) = - �6

�1 - �3 = 0, � � 1
2
(�1 + �3) = (�5 + �6) m

12
, � � 1

4
(�1 + �3) = �6 m

12
.

(4)

解方程组(4)得

�0 = �, � � �1 = �3 = m
12
,

�2 = �+ 1 - m
6
, � � �4 = - �, � � �5 = �6 = 1

2
.

(5)

将式(5)代入格式(3) ,得局部截断误差阶为 O( �
2
+ h

4
)的如下两层高精度隐格式
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� � 特例 1 � m= 1为抛物型方程
�u
�t =
�2u
�x 2 ,格式(6) 即文�3�表 8. 1格式(12)或文�4�格式 (2. 6) .

特例 2 � m= 2为四阶抛物型方程
�u
�t +
�4u
�x 4 = 0, 格式(6)成为文�1�中, �=

1
6
格式或文�4�格式( 7) .

为了得到显式格式, 将式(4)中最后一个方程丢掉,然后从其余 5个方程得
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6
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12
, � � �2 = �,
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2
-
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6
m - �+ �, � � �5 = 1 - �, � � �6 = �.

(7)

将式(7)代入格式(3) ,得如下三层高精度显式差分格式为
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这是一个三层显格式,其局部截断误差阶为 O( �2+ �h2+ h
4
) . 注意到 O(�h2) � max {O( �2 ) , O( h4

) } ) ,故

显格式(8)的局部截断误差阶也是 O( �2+ h
4
) .

特例 1 � m= 1,即得抛物型方程�u�t =
�2 u
�x 2的三层高精度显格式,也即文�4�中的格式( 2. 8) .

特例 2 � m= 2,即得四阶抛物型方程
�u
�t +
�4u
�x 4 = 0的三层高精度显式格式,也即文�5�中格式(9) .

2 � 稳定性分析

现用 Fourier 分析法研究差分格式的稳定性.首先若令 i* = - 1, S= sin �
2
, 则当 m � 3时, 隐格

式(6)的传播因子| G
*
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3
ms
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| � 1. 于是, 有

定理 1 � 当 m= 1, 2, 3时,两层隐格式( 6)恒稳定.

为了证明三层显格式(8)的稳定性,先介绍两个引理.

引理 1 � 实系数二次方程

�
2
- G11�- G12 = 0 (9)

的两根满足| �1, 2 | � 1的充要条件是| G11 | � 1- G12 � 2.

引理 2
�6� � 差分格式(8)稳定,即其传播矩阵族 G
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2
21) ,其中 N

2
0( f ( s

*
) )表示多项式 f ( s

*
)在[ 0, 2]内所有实根的集合(重根要重复计

算) .

定理 2 � 当 m= 1, 2, 3时,三层显格式( 8)稳定的一个充分条件是

r <
1

22m- 1 , � � 且 �< min(0, 6� 4
m- 1

r - m
12� 4m- 1

r - 6
) . (10)

� � 证明 � 当 �� 1
2
时, 三层显格式(8)等价于如下两层方程组
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根据 Fourier 分析法, 令 u
n
i = u

nei
* i�
, v
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* i�
( i* = - 1) ,代入式(11)经整理得
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由传播矩阵 G=
G11 � G12

G21 � G22

, 得形如式(9)的特征方程. 当 �< 1
2
时, 按引理 1要求, 为使| �1, 2 | � 1,
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上述不等式右端自然成立,左端化为
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而式(13)成立的一个充分条件是式(10)成立.显然,当式(10)成立时必有 �� 0. 注意到当 m � 3时, 1-

m
3
�0,故此时条件( 10)强于条件(12) .而对其他 m> 3,则 �应同时满足条件(10) , ( 12) .因此, 由引理 1

知,特征方程的两根按模小于等于 1.

对引理 2而言, 其条件( � )已验证. 下面考虑引理 2的条件( �) .因为 G21 = 1, 所以 N
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因为m
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> 0,所以当 s= 0时,式( 14)不成立;又注意到 �< 0,故当 m
12
� 1

4
, 即 m � 3 时, 式(14)的右端 �
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< 2.因此,在条件(10)成立的前提下,使式(14)成立的 s

* � [ 0, 2] (即 s
* � [ 0, 1] ) .这就

证明了当 m= 1, 2, 3时,在条件(10)下,格式( 8)是稳定的.
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3 � 数值例子

解高阶抛物型方程周期初值问题.在式( 1)中取 f ( x ) = sinx , L = 2�, 则其精确解为 u( x , t) = e- t �

sinx .利用格式(8) (m= 1, 2, 3)进行求解.

取 �x= �/ 32, r= 1/ 2
2m- 1
及 r= 1/ 2

2m- 2
( m= 1, 2, 3) , �= rh

2m
, 按显格式(8)进行计算到 n= 1 000,列

出格式解与精确解数值结果比较, 如表 1所示.由表 1看出,本文所提的格式是有效的,理论分析是正确

的.条件( 10)仅是显式格式(8)稳定的充分条件.

表 1� 精度比较表( n= 1 000)

m ( r, �) 解法
x

5�/ 32 22�/ 32 39�/ 32 56�/ 32

1

2

3

(
1
4
, -

1
2
)

(
1
2
, - 12)

(
1
16

, -
1
2
)

(
1
8
, - 6)

(
1
64

, -
1
2
)

(
1
32

, - 4)

格式( 8) 14. 130 426 � 10- 2 24. 923 846 � 10- 2 - 19. 016 354� 10- 2 - 21. 195 989� 10- 2

精确解 14. 130 411 � 10- 2 24. 923 820 � 10- 2 - 19. 016 334� 10- 2 - 21. 195 989� 10- 2

格式( 8) 31. 548 255 � 10- 2 55. 646 140 � 10- 2 - 42. 456 809� 10- 2 - 47. 323 164� 10- 2

精确解 31. 548 301 � 10- 2 55. 646 235 � 10- 2 - 42. 456 871� 10- 2 - 47. 323 233� 10- 2

格式( 8) 47. 003 025 � 10- 2 82. 905 935 � 10- 2 - 63. 255 430� 10- 2 � 70. 505 701� 10- 2

精确解 47. 003 025 � 10- 2 82. 905 934 � 10- 2 - 63. 255 430� 10- 2 � 70. 505 701� 10- 2

格式( 8) 46. 866 772 � 10- 2 82. 655 178 � 10- 2 - 63. 071 604� 10- 2 - 70. 301 514� 10- 2

精确解 46. 866 896 � 10- 2 82. 655 606 � 10- 2 - 63. 072 065� 10- 2 - 70. 301 319� 10- 2

格式( 8) 47. 139 344 � 10- 2 83. 146 380 � 10- 2 - 63. 438 885� 10- 2 - 70. 710 184� 10- 2

精确解 47. 139 344 � 10- 2 83. 146 380 � 10- 2 - 63. 438 885� 10- 2 - 70. 710 184� 10- 2

格式( 8) 47. 139 014 � 10- 2 83. 145 798 � 10- 2 - 63. 438 441� 10- 2 - 70. 709 689� 10- 2

精确解 47. 139 014 � 10- 2 83. 145 798 � 10- 3 - 63. 438 441� 10- 2 - 70. 709 689� 10- 2
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A Three�Layer Explicit Difference Scheme for Solving
the Parabolic Equation of Higher Order

Shan Shuangrong
( Department of Mathem at ics , H uaqiao University, 362021, Quanzhou, China)

Abstract � A three�layer explicit differ ence scheme is pr oposed for so lv ing the par abo lic equation o f higher o rder
� u
� t = ( -

1)m+ 1� 2mu
� t2m ( w here m is a po sitiv e integer ) . The local truncation er ro r o f the propesed scheme is in the order of O(�2 +

h4 ) . Its stability condit ion is pro ved to be r= �/ h2m< 1/ 22m- 1 when m= 1, 2, 3. T he proposed scheme is effective and rele�

vant t heo retical analysis is co rrect, as show n by numerica l ex amples.

Keywords � parabolic equation o f higher o rder, high accur acy, explicit difference scheme
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