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随机贴现模型资产市场定价方法
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摘要 � 将传统的贴现现金流( DCF)模型推广到随机贴现模型, 并介绍该模型的理论基础. 在完全市场条件下,

探讨确定随机贴现因子的方法.利用所得到的随机贴现因子, 求解欧式期权的定价公式. 在非完全市场条件

下,利用效用函数确定随机贴现因子, 获得给定资产的无套利定价.
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资产定价的最基本方法是采用贴现现金流( DCF)模型. DCF 模型通过用适当的贴现率 r t ,贴现与

一项资产相关的未来所有现金流 C t ,确定该资产的现值.运用 DCF 模型的关键在于两个基本要点. ( 1)

能否合理估计资产未来产生的所有现金流,包括直接现金流和间接现金流. ( 2) 选择恰当的贴现率.资

产未来的现金流的估计取决于待估资产的类型,目前已有多种估计方法. 一般来说, 直接现金流量的估

计和处理较为容易, 但间接现金流量的估计和处理则较为困难.因此传统的 DCF 模型往往忽略这一部

分,由此引起资产价值的低估而受到大量责疑.至于模型选择的贴现率,则与资产定价的目的有关.对不

同的定价目的, 采用的贴现率也不同. DCF 虽是一种基本的资产定价方法, 但直接利用它来确定诸如期

权等或有权益的价值较为困难. 1973年默顿等人提出无套利的概念,并在无套利原则下, 利用市场中其

它已知价格的资产来确定期权的价值. 这就是所谓的套利定价方法. 著名的 Black�Scholes期权定价公
式,可以通过套利定价方法得到.套利定价与 DCF 定价的出发点不同, 应用的环境也有差异, 它们是两

种不同的定价方法. 但就确定资产的公平市场价值而言,通过适当推广 DCF 方法,可以将这两种方法联

系起来.推广 DCF 定价的方法是用一个称为随机贴现因子 D t 代替 DCF 模型中的确定性贴现因子.当

资产未来各期的随机现金流为 C1 , C2 , �, CT ,该资产在 0时刻的价值为

PV = �
T

t= 1
E[ D tC t ] . (1)

这种资产定价模型称为随机贴现模型. 当 D t 是确定性的折现因子时, 式(1)即为传统的 DCF 模型. 当

D t 是一个随机变量时, 在一定假设下,如无套利、市场完全性等, 可以通过适当选择 D t , 使式(1)得到的

定价等价于无套利定价.

1 � 模型理论基础

假设( �, F, P)是一个概率空间, F= { F t , t � �}表示信息结构.在离散时间情形, �= {0, 1, 2�, T } ,

在连续时间情形, �= [ 0, T ] . F t 表示在时刻 t 所能获得的全部信息, 对任意 s, t � �, s< t, 有 F s �F t .假

定 F0= { � , �} , FT 为 � 的所有子集构成的集合,即在 T 时刻投资者完全知道真实的状态. f T ( w )为定

义在( �, P )上的随机变量,它表示资产在 T 时刻的各种状态下的现金流(损益) .所有( �, P)上的取值有

限的随机变量组成的集合记为X . 现定义一个定价函数为L : X �R+ , 即任意f T ( w ) � X , 存在唯一

f 0 � R+ ,使得 L ( f T ( w ) )= f 0 .为简化起见,下面假设 X �L 2
( P) .
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� � 定义 1 � 若对时刻T 的任意现金流 f T ( w ) � X ,及其在 t= 0的价格 f 0 � R+ , 有(- f 0 , f T ( w ) ) �0,

且- f 0 �0或 P( f T ( w ) ) > 0) > 0, 则称市场存在套利机会.

从直观上看,一个套利机会就是现在不需投入就可以在未来获得正的现金流.一个价格系统如果存

在套利机会,市场就不可能是均衡的.因为每一个非满足的投资者都会利用这种套利机会,从而市场不

可能是出清的. 下面我们不加证明给出一个市场无套利, 与严格正线性定价函数存在性之间关系的定

理.这个定理证明很简单,只须利用定义 1和分离超平面定理
�1�
就可以得出.

定理 1 � 市场无套利当且仅当存在一个定义在X 上的严格正线性定价函数.定价函数 L : X �R+ 是

严 格正的线性函数 , 是指对任意f T ( w ) , gT ( w ) � X都有L ( f T ( w ) + gT ( w ) ) = L ( f T ( w ) ) +

L( gT ( w ) ) .而且,若 f T ( w ) �0, P( f T ( w )> 0) > 0,则有 L ( f T ( w ) )> 0. 上面定理为我们判断市场是否

存在套利机会提供了一个简单的判断标准.只要我们能够找到一个严格正的线性定价函数,就可以确定

市场是无套利的.那末,如何寻找定价函数或者定价函数的具体表达式,可通过 Riesz表示定理来解决.

定理 2 � 此即 Riesz表示定理
�1�

.若函数 L ( . ) : L
2
( P ) �P 是一个连续线性函数, 则存在唯一 �( w )

� L 2
( P ) ,使得 L ( f ) = �f �dP .

由上面论述可以得出, T 时刻的不确定现金流, 可用定义在概率空间( �, F, P ) 上的随机变量空间

L
2
( P) 表示. 当市场不存在套利时, 必存在一个严格正的线性定价函数 L , 使得对任意现金流 f T �

L
2
( P) ,在 t = 0时刻的定价为 L ( f T ) =�f T�T dP = E[ f T �T ] .这里 �T 的称为�定价核�( Pricing Ker�

nel) ,也称为随机贴现因子( Sto chast ic Discount Factor) . 下面先解释 �T 的涵义.

假设 �= { �1 , �2 , �, �n}是离散状态空间,对任意 �i � �,定义损益函数为

�T ( �- �i ) =
1, � �= �i

0, � � � �i
, � � i = 1, 2, �, n.

在T 时刻具有这种损益的证券称为Arr ow 证券
�2�

, 在 t= 0的价格为 �̂( �i ) , 即L ( �T ( �- �i ) ) = �̂T ( �i ) ,

此时称 �̂T ( �i )为状态价格.对 T 时刻的任意损益函数 f T ( �) ,可以表示为上述 �T 函数的线性组合

f T ( �) = �
z � �

f T ( z )�T ( �- z ) .

它在 t= 0的价格为 L ( f T ( �) )= L ( �
z � �

f T ( z ) �T ( �- z ) ) = �
z � �

f T ( z ) L (�T ( �- z ) ) = �
z � �

f T ( z ) �̂T ( z ) . 当状

态空间 �为连续时, 上面式子为L ( f T ( �) ) = �
z � �

f T �̂T dz . 再由Riesz表示定理,有L ( f T ( �) ) = ( f T , �T )

= �
z � �

f T ( z ) �T ( z )dP( z ) = �
z � �

f T ( z ) �T ( z ) p �( z )dz = �
z � �

f T ( z ) �̂T ( z ) dz . 所以有 �̂T ( z )= �T ( z ) p �( z ) ,

因此随机贴现因子 �T 可以表示为

�T ( z ) =
�̂T ( z )
p �( z )

. (2)

当状态空间为离散时, p �( z )为状态概率,当状态空间为连续型时, p � ( z )为状态空间( �, P )上的状态概

率密度.将上面的单周期模型推广到多期模型时, �t ( �)表示 t 时刻在状态 �下取值为 1,其它状态取值

为 0的证券在 0时刻的市场价值. 此时 t时刻的随机贴现因子 �t 可以表示为

�t ( z ) =
�̂t ( z )
p �( z )

. (3)

对于在时刻 t的现金流为C t ( �)的证券, 它在 0时刻的市场价值为 C0 = �
t � [ 0, T ]

�
�� �
�t ( �) C t ( �) p t ( �) =

�
t� [ 0, T ]

E [ �t C t ] . 对于不付红利的证券C , 它在T 的现金流为C T , 则在0时刻的市场价值为C0 =

E[ �TC T ] . 在任意 t时刻的市场价值为

Ct =
E[ �TC T | F t ]

�t
. (4)

由此看来,随机贴现因子 �( z )通过状态空间的基本概率密度与状态价格联系起来. 而且在一个特定的

市场里,随机贴现因子的存在与否取决于市场是否存在套利机会.事实上, 根据随机贴现因子与等价鞅

测度的一一对应关系�3� .我们还可得出与资产定价第一定理平行的结论,即市场无套利当且仅当存在随
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机贴现因子�4� .至于随机贴现因子是否唯一则取决于市场的完全性.

2 � 完全市场定价法

2. 1 � B�S期权定价模型
B�S期权定价模型�5� ,可采用复制定价法或鞅方法求得. 下面可用上述的随机贴现因子定价法,确

定 B�S期权定价公式.这种资产定价法的关键问题是如何求出随机贴现因子.我们假设对无风险证券

S0 及风险资产 S 有

S0( T ) = S0 ( t) e
( T- t) r

,

ST = S te( X T
- X

t
)
, � � t � [ 0, T ] .

且X T- X t~ N ( u( T - t) , �2( T - t) ) ,即 X T | X
t
~ N (u( T - t )+ X t , �2 ( T- t) ) .对随机贴现因子 �t ,由其

性质有

�tS 0( t) = E t [ �T S 0( T ) ] , � � �tS t = E t [ �TS T ] .

由 S0( T) , ST 的形式, 我们可以推测随机贴现因子 �t 的形式为 �t= �0eat+ bX
t .将它代入上式解得 a= 1

2�2

[ u
2
- ( r+

�
2

2 )
2
] , b=

1
�
2 ( r- u-

1
�
2 ) . 代入 �t 表达式,得

�t = �0exp{
1
2�2

[ u
2
- ( r +

�2

2
)

2
] t +

1
�2
( r - u -

1
�2
) X t } .

对欧式看涨期权 CT = ( S T- K )
+
,有 �tC t= E t ( �T ( ST- K )

+
) .将 �t 公式代入可得

C t = ea( T- t)
E t [ eb( X

T
- X

t
)
( S teX

T
- X

t - K )
+
] =

ea( T- t) 1

� 2�( T - t) ��
�

ln K
St

ebx
( S tex

- K ) e
[ x- u( T- t) ]2

2�2( T- t) dx =

S t

2��
�

ln( K /St )- u(T- t)

� � T- t

e-
1
2
[ y- ( b+ 1)� � T- t] dy - e- r( T- t) K

� 2��
�

ln(K /St )- u(T- t)

� � T- t

e-
1
2
[ y- b� � T- t ] dy =

S t� (
ln( S

t

K
) + (T - t) ( r +

1
2
�2)

� T - t
) - K e- r( T- t) �(

ln( S
t

K
) + (T - t) ( r +

1
2
�2)

� T - t
) .

这就是完全市场下欧式期权的 B�S定价公式.

2. 2 � 二叉树期权定价模型

二叉数模型是离散时间期权定价常用方法. 该方法是 1979 年 Cox 等人提出的, 所以也称 Cox�
Ross�Rubinstein模型,简称 CRR模型�6� .在该模型中, 假设无风险债权价格过程为 B t= (1+ r )

t
, t= 0,

1, 2, �, T , r 为无风险利率.股票价格过程为 S t= S t- 1�t , t= 1, 2, �, T .这里{�t , t= 1, 2, �, T }是独立

同分布随机变量, 它的分布概率为P r {�t = u} = p = 1- P r {�t = d} . 这样在 t时刻股票的价格可能为

S t= S0u
k
d

t- k
, k= 0, 1, 2, �, T , k 为股票上升的次数, t- k 为股票下降的次数.为了保证给定的证券之

间不存在套利机会, u, d, r 必须满足 0< d < 1+ r< u. 下面我们采用随机贴现因子法来求解期权 CT =

( ST- K )
+ 在 0时刻的价值. 由随机贴现因子的性质有

�0 B0 = E[ �TB T ] 和 �0 S0 = E[ �TB T ] . (5)

由于 ST 取值为{ S
k
T = S 0u

k
d

T- k
, k= 0, 1, 2, �, T } , 假设 �T 的取值为 �kT , ( k= 0, 1, 2, �, T ) , 通过观察,

不难发现 �T 为

�kT =
�0

(1 + r)
T

q
k
u(1 - qu)

T- k

p
k
(1 - p )

T- k , � � k = 0, 1, 2, �, T ; � qu =
(1 + r) - d

u - d
.

容易验证 �kT 满足式( 5) , 由市场的完全性知道 �kT 是唯一的.我们就可以利用它来计算期权 CT 的价值

C0 ,有

C0 =
1
�0
E [ �TCT ] =

1
�0
�
T

k= 0
C

k
T p

k
(1 - p )

T- k �0
( 1+ r )

T

q
k
u (1- qu)

T- k

p
k
(1- p )

T- k CT ( k) =

1
( 1+ r)

T �
T

k= 0
C

k
Tq

k
u( 1- qu)

T- k
CT ( k) =

1
(1+ r )

TE
q
[ CT ] .
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上式 CT ( k)为股票 S 取值 S 0u
k
d

T- k时,期权 CT 的值.

3 � 非完全市场定价法

在非完全市场里,存在多个随机贴现因子.因此资产的无套利定价不唯一, 在一般情况下,只能得到

一个无套利定价区间.为了得到资产的唯一定价, 必须在无套利原则基础上增加其他定价标准. 一个常

用的方法是在定价中结合投资者的风险偏好和财富水平,采用效用定价方法.从理论上我们可以证明,

在一定假设条件下, 投资者的每一个效用函数将对应于一个随机贴现因子.下面我们将介绍单周期情形

由效用函数确定状态价格�紧缩因子的方法.

效用函数 U是投资者财富的函数.从经济学角度看,效用函数一般具有两个性质. ( 1) U 是投资者

财富的增函数(财富越多越好) . (2) U具有边际效用递减性.此外为了简化,通常假设 U 是可导函数.假

设投资者在T = 0时刻拥有的财富为 �0 ,采用最优投资策略,在 T= 1时刻的财富水平为 �
*
1 ,若 �1 为投

资者以同样初始财富 �0 , 采用任意策略在时刻 T = 1所得的财富水平, 由最优性知对任意 �,有 E[ U(��1

+ (1- �) �*1 ) ] � E[ U( �*1 ) ] .由于函数 f (�) = E[ U( ��1+ (1- �) �*1 ) ]在 �= 0处取得最大值,因此有 E

[ ( �1- �
*
1 )U�( �*1 ) ] = 0. 定义 �1 =

U�( �*1 ) �0
E[ U�( �*1 ) �

*
1 ]
�0 ,则可验证对任意投资组合 �1 ,有 E[ ( �1�1 ] = �0�0 .

由贴现因子的性质, 一般有 �0 = 1, 即 �=
U�( �*1 ) �0

E [ U�( �*1 ) �*1 ]
为随机贴现因子.利用它,可以计算各资产或其

组合在 0时刻的市场价值.如对在时刻 1产生随机现金流 C的资产,它在 0时刻的市场价值为

P
0
c = E[

U�( �*1 ) �0
E[ U�( �*1 ) �*1 ]

C] .

对连续情形,仍有类似的结论.因篇幅所限,本文不予介绍, 可详见文献�7�.
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Stochastic Discount Model�Based Assets Pricing Method

Chen Jinlong
( College of Busin es s Adm inist ration , H uaqiao University, 362011, Quanzhou, China)

Abstract � Sta rting from a presentation of the theor etical basis of stochast ic discount model which is ext ended from the

traditional model o f discount cash flow ( DCF) , the author inquir es into assets pr icing method in the market under differ�

ent conditions. Under the condit ion of com plete market, the method for determining stochast ic discount facto r ( SDF ) is

explo red and the pr icing fo rmula o f European option is so lv ed by using SDF so obta ined. Under the condit ion o f incom�

plete market , SDF is determined by using ut ility function; and the pr icing w ithout arbitr age of the g iven assets is obtained

ther efrom.

Keywords � stochastic discount model, assets pricing , complete market, incom plete market
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