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正交样条的多分辨分析方法
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摘要 � 构造正交样条函数,其性质与正余弦函数有些类似.应用正交样条函数, 构造一种有别于小波分析的多

分辨率理论,并给出递推公式. 相对于小波分析,其在无损压缩方面的压缩量更大,效果更好. 在信号分解等到

方面,具有好的应用前景.
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多分辨率分析是小波分析的很重要的应用方面,也是目前小波分析应用最广泛的原因之一.它之重

要在它可以多层次地描述信号,并能由细到粗地观察信号.而且可以提取信号的细微特征,从而检测出

信号突变信号, 并能实现信号的编码压缩. 自从 Mallat 的文章〔1〕发表以来, 小波分析的应用被广泛采

用.目前 JPEG�2000标准已经逐渐由以余弦变换基础标准,转换为以小波变换为基础的标准.我们将有

限元正交化,构造一组正交有限元方法〔2~ 4〕. 2003年又应用正交有限元, 建立多辨分析的新理论〔5〕. 本

文是在文〔2~ 5〕的基础上,提出基于正交样条函数的一种多变分析的方法.

1 � 正交样条函数

给定一个非递减的序列等分节点为 U: 0, 1, 2, 3, �, k,样条基函数定义为

N i, 1( x ) =
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0, � � 其它,
(1)
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N i+ 1, k- 1( x ) , (2)

其中 k 为样条的阶数.首先将样条基函数平移

�N k ( x ) = N i, k ( x - k/ 2) . (3)

以下我们来构造在周期区域( 0, L )的正交样条函数,有
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我们称 C
n, k
i ( x )为正交余弦样条, 而 S

n, k
i ( x )为正交正弦样条.上述样条函数有
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2 � 多分辨率分析

现让我们构造周期域(0, L )上的样条函数空间 V n = { �
n/ 2

i= 0
a iS
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i ( x ) + biC
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i ( x ) } , �ai , bi � R .如果我

们选择 n= 2
j
K , j= 1, 2, �,就得到一系列的样条函数空间.有 V 2

j
K , j = 1, 2, �我们很容易知道这些函

数空间的包含关系为 V K � V 2K � �� V 2
j- 1

K � V 2
j
K .显然,空间 V 2

j
K是空间 V 2

j- 1
K进一步的划分. 因此,

我们可将空间 V 2j K分解为正交的两个子空间, V 0= V 2jK = V 2j- 1K � V T
2j- 1K .这里,在空间 V 2jK 中, V

T
2j- 1K是

正交于空间 V 2j- 1 K .以此类推,可得空间的多层分解. 有
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现在让我们考虑这些分解.首先考虑函数空间 V 2m与 Vm 之间的关系.任何函数, V 2m函数空间的系数用

上标或下标 2m 表示, Vm 函数空间则用上标或下标m 表示. 于是函数在 V 2m与 Vm 空间的投影, 可以分

别表示为
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2dx . 应用最小二乘法,可以得到 V 2m到 Vm 的投影关系为
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同样应用最小二乘法,得到 Vm 空间到 V 2m的投影为u
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应用方程(8) , ( 10) , 可以得到信号的多分辨率分解,有

u
2m
( x ) = ( u

2m
( x ) - u

m
( x ) ) + ( u

m
( x ) - u

m/ 2
( x ) ) + �+ u

m/ 2k
, (11)

u
2m/ 2i

- u
2m/ 2i+ 1

= �
j= 2m- 2

i

j = 0
{ a
�2m/ 2i
j C

2m/ 2i , k
j ( x ) + b

�2m/ 2i
j S

2m/ 2i , k
j ( x ) } , � � i = 0, 1, 2, �, k + 1,

u
m/ 2k

= �
m/ 2i

j = 0
( a

m/ 2k

j C
m/ 2k , k
j + b

m/ 2k

j C
m/ 2k , k
j ) . (12)

这里

a
�2m
j = a

2m
j - ( C j , 1)

2
a
2m
j - Cj , 1C j , 2a

2m
m- j , � � a�2mm- j = a

2m
m- j - C j , 2C j , 1a

2m
j - (C j , 2)

2
a
2m
m- j ,

b
�2m
j = b

2m
j - ( S j , 1)

2
b
2m
j - S j , 1S j , 2b

2m
m- j , � � b�2mm- j = b

2m
m- j - S j , 2S j , 1b

2m
j + ( C j , 2)

2
b
2m
m- j , �

(13)

从上述可以看出,信号可以分解,即

u2m �
um ,

u2m - um ,
� �

um/ 2

um - um/ 2
� � �

um/ 2l ,

um/ 2
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l .
(14)

它们基函数的分量逐次递推关系为
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整个分解过程是递推的, 故可分解到奇数阶为止. 但在实用上,只要分解能得到信号特征即可.

3 � 例子

下面,我们用三次样条函数作为三次样条基为例子� 首先给出正交样条为
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式中 A
m, 4
j = ( (1 233- 70+ 2 382/ 140 cos( j�/ m)+ 6/ 7 cos( 2j�/ m )+ 1/ 140 co s( 2j�/ m) ) L/ 4) . 为了方
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图 1 � 信号分解的实例
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分解的例子.实际上,我们可以看出高频信号比低频信号小的多,而且越向下分解信号越平滑.应用正交

样条函数对信号进行处理, 可以得到与小波分析相类似的结果. 它可用于突变信号的检测(用高频信

号) , 去掉高频信号自然就得到信号的滤波.

4 � 结果与讨论

构造正交样条函数, 其性质与正余弦函数有些相似.本文应用正交样条函数,推导一种有别于小波

分析的信号多分率分析理论. 公式( 9)可以采用简单的数值求和的方法代替积分,计算量不大.而式( 8) ,

( 13)递推公式相对小波并不增加复杂性,而且所构造的函数是显式和连续,并不象有的小波函数必须用

数值方式来表示.最主要的是本文所提出的方法可在做分解时, 贮存这些分解, 不需要额外的样本.由于

样本量没有增加,就能实现高频与低频的分解,因此有望通过这一理论实现信号更大倍数的压缩.通过

分块后,用直线直接对信号的各块的边界置零,后用各块中再用正交正弦样条函数分解,将直接形成各

块之间的连续性,因此不象余弦变换一样需要修正.这样处理后可分开信号, 有些段比较平滑只需低频

的几个样本就可以, 而振荡比较激烈的部分用较多的样本. 因此,本文提出的方法具有很好的应用前景.

正交样条函数的其它应用见文〔3, 6〕,应用其它分片多项基构造正交分片多项式见文〔2, 4, 5〕.本文只结

出正交样条函数的初步应用, 更完善的理论有待于进一步的研究.正交样条数的多维扩展,我们将用另

文给出.
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A Method of Multi�Resolution and Analysis Based on
Orthogonal Spline Function

Lin Fuyong
( College of Mechanical Engineering and Automat ion, H uaqiao University, 362021, Quanzh ou , Ch ina)

Abstract � T o construct or thogonal spline function which is sim ilar somew hat t o sin ( x ) and co s( x ) in propert y, a theo ry

of multi�roso lution differ ing from w avelet analysis is constr ucted by apply ing or thogonal spline function; and recur sion

formula is g iven. Compared w ith w avelet analy sis, t he or thogonal spline function shows more g reater compression on non�

destructiv e compression and also better efect . It has good prospect o f applicat ion in signal decamposition and ot her as�

pects.

Keywords � spline function, signal processing, ortho gonal functions
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