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分析表面裂纹的一种新方法
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摘要 � 用边界积分方法,分析表面裂纹的张开位移和应力强度因子.此方法将埋在无穷大弹性介质中裂纹,模

拟为连续分布的位错环.根据两个位错环之间的相互作用能,可以得到弹性体的应变能; 对弹性体的势能取极

值,可以得到关于裂纹张开位移的边界积分方程. 通过把半空间的边界模拟成一个包含在无穷大弹性介质中

大裂纹,此法能很好的处理具有任意表面形状的表面裂纹.两个实验算例的计算结果与已有的解析解吻合很

好,说明此方法的有效性和精确性. 文中还分析具有表面台阶的表面裂纹的应力强度因子, 结果有利于分析表

面裂纹的扩展.
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在许多情况下, 裂纹往往是从构件的表面开始,因此工程中存在大量的表面裂纹问题.例如,在对集

成电路板进行刻蚀加工中,表面裂纹是引起电路板破坏的主要原因〔1〕. 对表面裂纹的分析可以分为理论

分析和数值计算两类.在理论分析方面,大多数研究者通过对作用于半空间边界上点载荷的格林函数进

行积分,分析表面裂纹的张开位移和应力强度因子
〔2〕

. 然而,这些分析方法对表面的几何形状都有严格

的要求.在数值计算方面,一般将该问题转换成求解一个具有高奇异性的边界积分方程〔3〕,这在数值处

理上有较大的难度. 文献〔4〕发展一种边界积分方法, 可以求解包含在弹性体中具有任意几何构形的三

维裂纹.该方法通过把裂纹的张开位移模拟成连续分布的位错环, 使所得到的积分方程只有 1/ R 的中

度奇异性.本文将该方法扩展到求解表面裂纹的问题, 通过把半空间的边界模拟为一包含在无穷大弹性

介质中大裂纹, 可以直接将原有的边界积分方程用于分析表面裂纹.用此方法,还能处理任意表面几何

形状的表面裂纹问题.

1 � 边界积分方程及表面裂纹处理

文献〔4〕发展一种埋在无穷大弹性介质中,能求解任意三维裂纹的张开位移和应力强度因子的边界

积分方法.现介绍该边界积分方法的基本内容,并说明如何将该方法扩展到分析表面裂纹.

令 S 表示裂纹的表面,定义 u( x )为裂纹上下面的相对位移, x � S, u i 为其在 3个坐标基矢 ei ( i=

1, 2, 3)上的分量.通过把裂纹的张开位移模拟为连续分布的位错环, 并利用两个位错环之间相互作用能

的表达式,可以得到包含裂纹的无穷大弹性体的应变能为〔4〕

Wu =
�
4��S�S [ ei (n � � uj ) 2 ] [ ej (n � � u i ) 1 ]

R
dS1 dS2 -

�
8��S�S [ ei (n � � u i ) 1 ] [ ej (n � � u j ) 2 ]

R
dS1dS2 +

�
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在式(1)中, ( . ) 1 和( . ) 2为裂纹表面 S 上的不同两点, R 是这两点的距离, n为裂纹面的单位法向量, �

为剪切弹性模量, v 为泊松比, T为一张量.其各分量定义为

T ij =
�2R
�x i�x j

. (2)

系统的势能为应变能与外力势能之和. 设作用于裂纹表面的外载为 t ,则系统的势能可以表示为

� u = Wu-�S t � udS. (3)

对势能函数 �取极小值,可以得到关于裂纹张开移位移 u的边界积分方程. 采用 6结点三角形单元对

裂纹表面进行离散,裂纹的张开位移可以表示为 u i= uiaN a , uia表示单元结点位移,下标 i 表示方向, a

表示单元结点, N a为形函数.离散的系统势能可表示为

� =
1
2
�
N

a= 1
�
N

b= 1
K iaj bu iau j b - �

N

a= 1
f iau ia , (4)

式中 N 为结点总数.通过对离散的系统势能取极值,可得如下线性代数方程组为

�
N

b= 1
K iaj bu j b = f ia . (5)

求解该线性方程组, 可得裂纹的张开位移.

为了用该方法分析表面裂纹, 方法之一是利用在半空间中无穷小位错环的解,修改上述边界积分方

程.这在数学处理上有很大的难度.在这里,我们将表面模拟成一无穷大的裂纹来考虑表面的影响,从而

可以直接利用原来的边界积分方程.由于虚拟裂纹的尺寸无穷大,该问题等价于求解一个无穷大弹性体

中包含两个相交裂纹问题.其中一个裂纹是真实存在的裂纹,另一个裂纹是模拟半空间边界的虚拟大裂

纹.作用于半空间边界上的载荷,应对称地作用于大裂纹的两裂纹面上.在进行数值计算时,还应注意对

两裂纹面交点的处理.由于计算中的基本未知量是裂纹面的相对位移, 如果在不同的裂纹面上, 交点的

位移所表示的物理意义是不一样的.因此,我们不能用一个结点来表示两裂纹的交点.在这里,我们构造

3块相距很近的网格, 即左表面、右表面和裂纹面. 在交点处, 有 3个结点, 它们都表示真实弹性体中的

同一点,其位移表示各自所在裂纹面在该点的张开位移. 这 3个结点的位移不是相互独立的, 而是存在

一定的位移约束关系.该位移约束方程必须加到整个系统的方程中去.

裂纹尖端的应力强度因子可以直接通过裂纹的张开位移求得.对于一个二维裂纹,设 ut , u r 分别表

示裂纹尖端一点的法向位移和切向位移.那么,则裂纹尖端的应力强度因子可以表示为〔4〕
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2�
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式中的 �为该点距裂纹尖端的距离.为了保证计算的精确性, 该点必须尽可能的靠近裂纹的尖端,这就

要求在裂纹尖端区域的网格尽量密.

2 � 验证算例

为了验证本方法的有效性和精确性,我们选择两个有解析解的简单问题,与采用本文算法所得数值

结果比较.首先考察一弹性半平面,在表面受均布压力作用.如图 1( a)所示.据前述提供的方法, 该问题

等价于在一无穷大弹性介质中包含一大裂纹.作用于表面的载荷对称地作用于大裂纹的两个裂纹面上,

如图 1( b)所示. 需要说明的是裂纹尖端的边界条件,与半平面表面上对应处的边界条件是不同的. 为了

消除其影响,在距裂纹尖端和载荷作用较远处选取一个位移参考点, 所计算的位移减去参考点的位移即

可消除这种影响.根据对称性,所计算裂纹张开位移的一半即为半平面表面的位移. 图 2给出计算结果,

E为扬氏弹性模量, u z 为表面的垂直线位移.图中的实线为采用本方法所得数值计算结果,虚线为根据

弹性理论所得的解析解. 两条曲线吻合很好, 说明了本方法的精确性.另一个验证算例是包含表面裂纹

的半平面在远处受均布拉力,见图 3所示.表面裂纹的长度为 a, 倾角为 �.当 �= �/ 2时, 裂纹面与表面

垂直,文〔5〕给出其裂纹张开位移的经验公式.这个公式是根据实验结果得出来的� 通过大量的计算,可
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图 1 � 半平面边界上受均布法向载荷作用 � � � 图 2 � 半平面在表面受法向均布载荷引起的表面位移

以证明其计算精度在 1%之内
〔5〕

.图 4中的实线为采用本方法计算的裂纹张开位移,虚线为文〔5〕中的

图 3� 含有表面裂纹的半平面 图 4� 表面裂纹的张开位移

经验公式计算的结果.图中显示两条曲线吻合很好.文〔6〕采用位错模型,给出表面裂纹应力强度因子的

分析方法.我们结合图形进行验证,显示了本文结果与文献结果的一致性.

3 � 具有表面台阶的表面裂纹分析

现结合图 5, 6, 7进行分析.如前所述,本方法的突出优点在于能处理具有任意表面形状的问题. 本

节分析图 5所示在表面台阶处表面裂纹的应力强度因子.由于台阶处的应力集中,表面裂纹往往在该处

� � � 图 5 � 表面台阶处的表面裂纹 图 6 � 应力强度因子( K Ⅰ)与倾角的关系曲线

首先产生,并扩展导致构件的破坏,如机械构件表面的开槽处、集成电路板的刻蚀处等.因此, 对该问题

的分析在工程中具有重要的意义. 图 6, 7给出在不同的裂纹长度与台阶高度的比值( a/ h)下, 应力强度

因子( KⅠ , KⅡ )与表面裂纹倾角的关系曲线.应力强度因子用 KⅠ0 = � �a作无量纲化� 从图中可以看
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图 7 � 应力强度因子( K Ⅱ)与倾角的关系曲线

出,台阶越高( a/ h 越小) , 应力集中程度越高, 计

算的应力强度因子也越大.随着裂纹倾角的变化,

应力强度因子也在变化. 应力强度因子 KⅠ在某

一位置有极大值, 而对应该位置的应力强度因子

KⅡ为零. 该方向也为裂纹扩展的方向.

4 � 结束语

将已有边界积分方法扩展, 用来分析表面裂

纹的张开位移和应力强度因子. 把表面模拟为包

含在无穷大弹性介质中的大裂纹, 致使表面裂纹

问题等价于两个相交裂纹包含在无穷大介质中的

问题. 该方法的突出优点, 在于能处理具有任意

表面形状的表面裂纹问题.两个实验算例与已有的结果相吻合, 说明本方法的有效性和准确性.最后,对

具有表面台阶的表面裂纹的应力强度因子进行计算.
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A New Method for Analysing Surface Cracking

Zhang Chuanli① � � Peng Xingqian②

(① College of M ech anical En gineering, Yangtze U nivers ity, 434023, Jingzh ou, H ubei Ch ina;

② College of Civil En gineering, Huaqiao Un iversity, 362021, Quanzhou, Ch ina)

Abstract � T he boundar y integ ral method is applied to the analysis o f opening displacement and stress intensity facto r o f

sur face crack. The met hod simulates the crack hiding in infinitely larg e elastic media as dislocation loop in continuous dis�

t ribution. According to inter action energ y bet ween two dislocation loops, we can obtain st rain energ y o f elastic body ; to

take ex trema from potential ener gy o f elastic body , we can obtain boundary integ ra l equation for the opening displacement

of cracking. This method simulates the boundar y in half�space into a larg e crack containing in an infinitely gr eat elast ic

medium, by w hich the sur face crack in arbitrar y shape can be w ell�treated. The reckoning of tw o test ex amples is in good

agr eement w ith ana lyt ic so lution now available, which accounts for the validit y and the accuracy o f this met hod. The au�

tho rs also analyse the str ess intensity fact or of the surface crack w ith surface step , the results is beneficial to determine

the dir ect ion of cr ack g row th.

Keywords � surface crack, boundary integr al method, str ess intensity facto r, opening displacement
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