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MPSD迭代法的敛散性定理

陈  恒  新
(华侨大学数学系, 福建泉州 362021)

摘要  给出一些易于检验的 MPSD 迭代法的敛散性定理. 利用这些定理,能较容易地判别解线性方程组 Ax

= c的 MPSD迭代法的敛散性.
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在文112,我们研究解线性代数方程组之 MPSD迭代法和 Jacobi迭代法的敛散关系.本文对 MPSD

迭代法作了进一步研究, 给出一些易于检验的 MPSD迭代法敛散性定理. 通过这些定理, 能够较容易地

判别一类矩阵 A之 MPSD迭代法的敛散性,因此具有较好的实用价值.

1  MPSD迭代法和有关记号

对于线性代数方程组

Ax = c. (1)

设 A= D- E- F是 n @ n实矩阵, D是非奇异对角矩阵, E和F 是严格下和上三角矩阵. 记 L= D
- 1
F, 则

矩阵 A之 Jacobi迭代矩阵为 B= I- D
- 1
A= D

- 1
E+ D

- 1
F= L+ U.解式(1)之 MPSD迭代法为

x
( m+ 1)
= SS, X

1
, X

2
x
( m)
+ S( I - X2U) - 1

( I - X1 L)- 1
D
- 1
b,   S X 0,  m = 0, 1, 2, ,, (2)

SS, X
1
, X

2
= ( I - X2U)- 1

( I - X1L)- 1 [ (1 - S) I + (S- X1) L + ( S- X2)U+ X1 X2LU] . (3)

当 MPSD法中参数 X1 , X2 , S取不同的值, 便可得到各种迭代法.如取 X1 = X, X2= 0, S不变为 AOR法;

取 X1= X2 = X, S= X(2- X)为 SSOR法; 取 X1= X2 = X, S不变为 PSD法;取 X1 = X2= X, S= 1为 PJ法.

为叙述方便,引入如下记法.设 Jacobi迭代矩阵 B= [ bij ] ,空集 Á , N1 Ý N2= �N1 Ý �N2= N= {1, 2, ,,

n}且 N1 HN2 = Á ,�N1 H�N2= Á . bi= 2
n

j = 1
| bij | , �bi= 2
n

j = 1
| bj i | , N- = { i | bi< 1, i I N}, N

+ = { i | bi \1, i I

N}, �N- = { i |�bi < 1, i I N} , �N+ = { i |�bi \1, i I N} . 那么, N
- Ý N

+ = �N- Ý �N+ = N. Ai = 2
j I N

1

| bij | , Bi=

2
j I N

2

| bij | , �Ai= 2
j I �N

1

| bji | , �Bi= 2
j I �N

2

| bj i | , 则 Ai+ Bi= bi , �Ai+ �Bi= �bi .集合K - L= { i | i I K 而 i I L } ,对任何

一 n阶方阵G= [ g ij ] , | G| = [ | g ij | ] .例如,对于本文例 1的矩阵 B, 有 N
- = {1, 2}, N

+ = {3, 4}.若取

N1= {1},则 N2= {2, 3, 4}, N2- N
+ = {2} ;若取 N2= { 3}, 则 N1= {1, 2, 4}.另外应预先说明,本文定理

中所取数集 N1 , �N1 , N2 , �N2 皆非空.

2  MPSD迭代法的敛散性定理

定义  对于 n @ n实矩阵G, M及N,如果M非奇异,并且有M
- 1 \0和 N \0, 则称 G= M- N 为矩

阵 G的正规分裂.
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  引理 1
122  设 n @ n矩阵G \0, 则 I- G非奇异且( I- G)

- 1 \0的充要条件是 Q(G)< 1.

引理 2
122  设 G= M- N为矩阵G 的正规分裂,并且 G

- 1 \,则 Q(M- 1
N)< 1.

引理 3
132  设 G= [ g ij ] \0为 n @ n矩阵,则成立 min

1 [ i [ n
2
n

j = 1
g ij [ Q(G) [ max

1 [ i [ n
2
n

j = 1
g ij .

引理 4
132  若 A, B为n 阶方阵, 且| B| [ A,则 Q( B) [ Q(A) .

定理 1  设线性方程组(1)的系数矩阵 A为非奇异 H-矩阵. 当 0< S<
2

1+ Q( | B| )
, 0 [ X1 , X2 [ S

时,解方程组(1)的 MPSD迭代法(2)收敛.

证明  A为非奇异H-矩阵,则 Q( | B| )< 1, 其中| B| = | L| + | U| . U为严格上三角矩阵, Q( X2U)=

0, Q( X2 | U| ) = 0. 于是有| ( I- X2U) - 1 | = | I+ X2U+ X22U2 + ,| [ I + X2 | U| + X22 | U| 2 + ,= ( I-

X2 | U| ) - 1
.同理,因 L为严格下三角矩阵,故| ( I- X1L) - 1 | [ ( I- X1) | L| ) - 1

.于是有

| ( I - X2U)- 1( I - X1L) - 1 | [ ( I - X2 ) | U | ) - 1( I - X1) | L | ) - 1 . (4)

现记

M X
1
, X

2
= ( I - X1L) ( I - X2U) , (5)

NS, X
1
, X

2
= [ ( 1- S) I + ( S- X1) L+ ( S- X2)U+ X1 X2LU] . (6)

那么,由式(3)知

SS, X1, X2 = M
- 1
X
1
, X

2 NS, X
1
, X

2 , (7)

令

�M X
1
, X

2
= ( I - X1 | L | ) ( I - X2 | U | ) , (8)

则由式(4) , (5)有

0 [ | M- 1X
1
, X

2
| [ �M
- 1
X
1
, X

2
. (9)

  ( i) 当 0< S[ 1时, 因 0 [ X1 , X2 [ S,令

�NS, X
1
, X

2 = [ ( 1- S) I + (S- X1 ) | L | + (S- X2) | U | + X1X2 | L | | U | ] , (10)

可知 �NS, X
1
, X

2
\0.且有

| SS, X1, X2 | = | M
- 1
X
1
, X

2 NS, X
1
, X

2 | [ �M
- 1
X
1
, X

2�NS, X
1
, X

2 . (11)

由定义知�TS, X
1
, X

2
= �MX

1
, X

2
- �NS, X

1
, X

2
为正规分裂 , 且�TS, X

1
, X

2
= �MX

1
, X

2
- �NS, X

1
, X

2
= [ I - X1 | L | - X2 | U| +

X1X2 | L| | U| ] - [ ( 1- S) I+ ( S- X1 ) | L| + ( S- X2 ) | U| + X1X2 | L| | U| ] = S( I- | B | ) . 因| B| \0, Q( | B| )

< 1, 0< S[ 1,由引理 1知 T - 1
S, X

1
, X

2
=

1
S
( I- | B| ) - 1 \0.这样由引理 2可得

Q( �M
- 1
X
1
, X

2
�NS, X

1
, X

2
) < 1. (12)

所以,由式(11) , (12)并根据引理 4,便可得到 Q( SS, X
1
, X

2
) [ Q( �M- 1

X
1
, X

2
�NS, X

1
, X

2
)< 1,即 MPSD迭代法收敛.

( ii) 当 1< S<
2

1+ Q( | B| )时,因 0 [ X1 , X2 [ S,令

N
( 2)
S, X

1
, X

2
= [ ( S- 1) I + ( S- X1) | L | + (S- X2 ) | U | + X1X2 | L | | U | ] ( \ 0) . (13)

由式(6) , (13)可知 0 [ | NS, X
1
, X

2 | [ N ( 2)S, X1 , X2以及

| SS, X1 , X2 | = | M
- 1
X1 , X2 N S, X1 , X2 | [ �M
- 1
X1 , X2 �N
( 2)
S, X1 , X2 . (14)

由定义知 T
( 2)
S, X

1
, X

2
= �MX

1
, X

2
- �N
( 2)
S, X

1
, X

2
为正规分裂,且

T
( 2)
S, X

1
, X

2
= �MX

1
, X

2
- �N( 2)S, X

1
, X

2
= (2 - S) I - S( | L | + | U | ) = (2- S) [ I - S

2 - S
| B | ] . (15)

因为 1< S<
2

1+ Q( | B| )
[ 2, 所以 2- S> 0,由 1< S<

2
1+ Q( | B| )
,有 S( 1+ Q( | B| ) )< 2, SQ( | B| ) < 2- S,

S
2- S

Q( | B| )< 1, 所以得

Q( S
2- S
| B | ) =

S
2- S

Q( | B | ) < 1. (16)

因
S

2- S
| B| \0.于是,由式( 15) , (16)并据引理 1, 可知(T

( 2)
S, X

1
, X

2
)
- 1

=
1

2- S
[ I-

S
2- S

| B| ]
- 1 \0.再由引理
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2,可得 Q( �M- 1
X
1
, X

2
�N( 2)S, X

1
, X

2
)< 1.所以, 由式(14)及此式据引理 4, 便得 Q(SS, X

1
, X

2
) [ Q( �M- 1

X
1
, X

2
�N( 2)S, X

1
, X

2
)< 1,即

此时 MPSD迭代法也收敛. 证毕.

引理 5  对于任意的 i I N1 , j I N2 ,若 i , j I N
-
, 则恒成立 Cij = Ai+ Bj + AjBi- AiBj< 1.

证明  因为 i, j I N
-
,所以有 Ai+ Bi= bi< 1, Aj + Bj = bj < 1.那么, 有 0 [ Bi < 1- Ai 和 0 [ Aj < 1-

Bj ,于是 AjBi< (1- Ai ) (1- Bj ) .从而,有 Cij = Ai+ Bj + AjBi- AiBj < 1.

定理2  在方程组( 1) 矩阵A之 Jacobi迭代阵B中任取一N1 < N
-
. 若 i I N1 , j I N

+
成立 Cij =

Ai+ Bj + AjBi- AiBj< 1,当 0< S<
2

1+ Q( | B| )
, 0 [ X1 , X2 [ S时,解方程组(1)的 MPSD迭代法(2)收敛.

证明  若 N1 = N
- 则 N2 = N

+
, 若 N1 X N

- 则 N2 - N
+ X Á . 因 i I N1 < N

-
, 对 j I N2 - N

+ 有

bj< 1, 即j I N
-
. 由引理5知Cij < 1, 据此及定理条件知对一切i I N1 , j I N2恒成立Cij < 1, 所以得

0 [ Aj Bi< (1- Ai ) ( 1- Bj ) ,又由Ai+ Bi = bi< 1,得0 [ Bi< (1- Ai ) .由此可知(1- Bj ) > 0, 因此Bj < 1.若

{ i| Bi> 0, i I N1 } X Á , 则对于 N1 中一切使 Bi > 0 的 i 有 0 [ Aj
1- Bj

<
1- Ai
Bi
, 取 max
j I N

2

Aj
1- Bj

< h <

m in
iI N

1
, B
i
> 0

1- Ai

Bi
. 否则 , { i | Bi > 0 , i I N1 } = Á , 即Bi S 0 , i I N1 , 则取max

j I N
2

Aj
1- Bj

< h < + ] . 作H =

diag ( h i | hi = h, i I N2 ; hi = 1, i I N1 ) . 显然, H为非负非奇异对角阵. 令B1 = H
- 1
BH= [ b
( 1)
ij ] , 则有

b
( 1)
ij = h

- 1
i bij h j , i , j I N. 所以有

b
( 1)
i = Ai + hBi =

Ai < 1,   当 Bi = 0,  i I N1 ,

Ai + hBi < Ai +
1 - Ai
Bi
< Bi = 1,   当 Bi > 0,  i I N1 ,

b
( 1)
j = Aj + 1
h
Bj =

Bj < 1,   当 Ai = 0,  j I N2 ,

Aj 1
h
Bj < Aj

1 - Bj
Aj
+ Bj = 1,   当 Aj > 0,  j I N2 .

于是得 +B1 + ] = max
i I N
b
( 1)
i < 1. 因为 + | B1 | + ] = +B1 + ] , 所以Q( | B1 | ) [ + | B1 | + ] < 1. 由B1 =

H
- 1

BH , 有 b( 1)ij = h- 1
i bij h j , i , j = 1, 2 , ,, n. 又H = diag ( h1 , h2 , ,, hn ) 中h i > 0, 所以有| b( 1)ij | =

| h- 1
i bij j h j | = h- 1
i | bij | hj , i , j= 1, 2, ,, n.即又 B1= H

- 1 | B| H, 则 Q( | B1 | )= Q( | B| ) . 因此有 Q( | B| )<

1,即矩阵 A为非奇异H-矩阵. 所以由定理1知,当 0< S<
2

1+ Q( | B| )
, 0 [ X1 , X2 [ S,时, 解方程组(1)的

MPSD迭代法(2)收敛. 证毕.

注 1  因定理 2(以及下面的定理 3~ 5)中 N1 (或 �N1 , N2 , �N2 等)可在 N
-
(或 �N-

, N
+
, �N+ 等)中任

取,所以该定理的应用性较广,详见本文后面数值例子分析.

同理,对列亦有如下相应定理 3.

定理 3  在方程组(1)矩阵 A之 Jacobi迭代阵 B中任取 �N1 <�N-
. 若 i I �N1 , j I �N+

成立�Cij = �Ai+ �Bj

+ �Aj�Bi- �Ai�Bj< 1,当 0< S<
2

1+ Q( | B| )
, 0 [ X1 , X2 [ S时,解方程组(1)的 MPSD迭代法(2)收敛.

引理 6
112  设线性方程组(1)的系数矩阵 A不可约,其 Jacobi迭代矩阵 B\0且 Q(B) \1. 当 0< Xi

< S[ 1, i= 1, 2时,有 Q(SS, X1 , X2) \1,即解方程组(1)的 MPSD迭代法(2)发散.

引理 7  对于任意的 i I N1 , j I N2 ,若 i, j I N
+
,且 Ai< 1,则恒成立 Cij = Ai+ Bj + AjBi- AiBj \1.

证明  因为 i, j I N
+
,所以有 Ai+ Bi= bi \1, Aj + Bj= bj \1.又因 Ai< 1,则有 Bi \1- Ai> 0和 Aj \1

- Bj ,于是有 AjBi \(1- Ai ) (1- Bj ) .从而有 Cij = Ai+ Bj + AjBi- AiBj \1. 证毕.

定理 4  设线性方程组(1)矩阵 A之 Jacobi迭代矩阵 B为不可约非负矩阵, 任取一 N2 < N
+
,使相

应的 N1 中一切 Ai< 1( i I N1 ) .若对 i I N
-
, j I N3= { j | Bj< 1, j I N2} X Á ,成立 Cij = Ai+ Bj+ AjBi- AiBj

\1(当 N3= Á ,该条件用 Bi> 0, i I N1 替代) .那么, 当 0< Xi< S[ 1, i= 1, 2时,解方程组(1)的 MPSD

迭代法(2)发散.

证明  若 N2 XN
+
, 则 N1- N

- X Á ,因对 i I N1 - N
- 有 Ai< 1和 bi \1, 即 i I N

+
, 又 i I N3 < N2 <

N
+
,由引理 7知有 Cij \1. 若 N2= N

+
,则 N1= N

-
.据此及定理条件知对 i I N1 , j I N3 X Á 成立 Cij = Ai
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+ Bj+ AjBi- AiBj \1. 从而得(1- Ai ) (1- Bj ) [ AjBi .又 Ai< 1, Bj < 1,可知 Aj > 0, Bi> 0,于是有 0<
1- Ai
Bi

[ Aj
1- Bj
.取 0< max
i I N1

1- Ai
Bi

[ h
[ min
j I N

3

Aj
1- Bj
, N3 X Á

< + ] , N3 X Á
.作 H= diag ( h i | h i= h, i I N2 ; h i= 1, i I N1 ) , B1=

H
- 1

BH= [ b
( 1)
ij ] , 则 B1 仍为不可约非负矩阵,且可推得 B1 满足 b

( 1)
i \1, i I N.由 B1 之不可约非负性据

引理 3知 Q( B)= Q(B1) \min
i I N
b
( 1)
i \1.因 B= I- D

- 1
A不可约,矩阵 A= D( I- B)亦不可约. 由引理 6便

得当 0< Xi< S[ 1, i= 1, 2时,解方程组( 1)的 MPSD迭代法( 2)发散. 证毕.

同理,对列亦有如下相应定理 51
定理 5  设方程组( 1)矩阵A之 Jacobi迭代阵 B为不可约非负矩阵,任取- �N2 < �N+

使相应的�N1 中

一切�Ai< 1 ( i I �N1) .若对 i I �N-
, j I �N3= { j |�Bj < 1, j I �N2} X Á 成立�Cij = �Ai+ �Bj+ �Aj�Bi- �Ai�Bj \1(当 N3=

Á ,该条件用�Bi> 0, i I �N1 替代) .当 0< Xi< S[ 1, i= 1, 2时, 解式(1)的 MPSD迭代法(2)发散.

3  数值例子

设线性方程组( 1)中的系数矩阵

A =

 10 - 4  1  1

 6. 3  14 - 2. 8 - 4. 2

 3  0. 5 - 5 - 2. 5

- 2  2 - 1. 5  5

,

B = I - D
- 1
A =

 0  0. 4 - 0. 1 - 0. 1

- 0. 45  0  0. 2  0. 3

 0. 6  0. 1  0 - 0. 5

 0. 4 - 0. 4  0. 3  0

,

有+B+ ] = 1. 2> 1, +B+ 1= 1. 45> 1.因为 b1= 0. 6< 1, b2= 0. 95< 1, b3= 1. 2> 1, b4 = 1. 1> 1,所以

N
- = {1, 2} , N+ = { 3, 4} .又因�b1= 1. 45> 1, �b2= 0. 9< 1, �b3= 0. 6< 1, �b4 = 0. 9< 1,所以 �N- = {2, 3,

4} , �N+ = 1.若直接取 N1= N
-
, N2= N

+
, 因�C23= 1. 075> 1; 若取 �N1= �N-
, �N2 = �N+
,因 �C12= 1. 08> 1,

所以不能用本文定理判别解该方程组之 MPSD法的敛散性. 但由于本文定理中的 N1(或 �N1 , N2 , �N2 等)

可在 N
-
(或�N

-
, N

+
, �N

+
等)中任取,所以其应用性较广.如在本例中,我们可取 N1= { 1} < N

-
, 则 N2=

{2, 3, 4} , A1= 0, B1= 0. 6; A3= 0. 6, B3= 0. 6; A4= 0. 4, B4= 0. 7.于是,对于 i I N1 = {1} , j I N
+ = {3,

4}成立 C13= 0. 96< 1, C14 = 0. 94< 1. 所以由定理 2知当 0< S< 2
1+ Q( | B| )
, 0 [ X1 , X2 [ S时, 解此方

程组之 MPSD迭代法收敛.
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Convergene and Divergence Theorems of MPSD Iterative Method

Chen Hengx in
( Department of Mathem at ics , H uaqiao University, 362021, Quanzhou, China)

Abstract  Some converg ence and diver gence theo rems of MPSD iter at ive method ar e giv en her e. T hese theor ems can be

easily tested. By apply ing them, conver gence and diverg ence o f MPAD iterative method suitable fo r solving linear equa-

tions Ax = c can be fairly easily discriminated.

Keywords  linea r equations, MPSD it er ativ e met hod, converg ence, div erg ence
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