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几种常见信号波形的逆变换计算( �)
矩形脉冲与奇偶对称方波的逆变换

苏武浔 � 张渭滨 � 王建成
(华侨大学信息科学与工程学院, 福建泉州 362021)

摘要 � 应用Mobius 变换对 3 种常用数字信号的付立叶级数进行逆变换运算, 得到正、余弦函数及一般周期信

号的数字信号展开.求得在非正交数字信号基函数上的展开系数, 以及与展开基函数族相正交的非正交函数

族.
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近年来,我国著名学者陈难先教授等人使用无穷级数的 Mobius反演公式,解决了一系列重要的应

用物理中的逆问题. 例如, 玻色体系逆问题�1~ 5�、费米体系逆问题�6, 7�、材料模拟计算�8~ 12�和信号处

理�13�等.开创了应用、推广数论中的 Mobius变换解决物理学中各种逆问题的巧妙方法, 其工作在 1990

年当时就得到了世界著名的�NATURE�杂志的整版专评与高度评价�14�. 本文即是把Mobius变换的方法

应用于付立叶级数的逆变换运算,得到正、余弦函数及一般周期信号的数字信号展开. 求得了与此数字

展开函数族相正交的函数族,以用于各展开系数的计算与信息的解调. 给出了矩形脉冲、奇对称与偶对

称方波信号等逆变换计算结果.

1 � 矩形脉冲与偶对称方波的计算

1�1 � 矩形脉冲与偶对称方波的波形与傅立叶级数
( 1) 矩形脉冲的波形(图 1)与傅立叶级数. 其傅立叶级数�15�为

f ( �t ) =
E1�
T
+ �

�

n= 1

2E 1�sin( n�
�
2
)

Tn�
�
2

� cos( n�t ) ,

将函数写成

F( �t ) = f ( �t ) -
E1�
T

=

�
�

n = 1

2E1�sin( n�
�
2
)

Tn�
�
2

� cos( n�t ) = �
�

n = 1
r ( n) cos( n�t ) ,

其中 r ( n)=
2E1sin( n� �

2
)

n�
=

2E1sin( C�n�)
n�

, 0< C�< 1. (2) 偶对称方波的波形(图 2)与傅立叶级数其傅

立叶级数�15�为
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f es( �t ) = �
�

n = 1

2E2sin(
n�
2
)

n�
� cos( n�t ) = �

�

n= 1
r es ( n) � cos( n�t ) ,

其中 res( n)= 2E2sin(
n�
2
) / n�.在图 1中 T 为周期, �为脉冲宽度, C�=

�
T
是占空比(0< C�< 1) , 脉冲幅

度为 E1.在图 2中, 方波峰峰值为 E2,正值
E2

2
, 负值-

E2

2
. 脉冲宽度为周期的一半, 即 �=

T
2
. 此波形为

偶函数,故付氏展开为余弦级数�

图 1 � 矩形脉冲的波形 图 2 � 偶对称方波的波形

1. 2 � cos( �t )对矩形脉冲或偶对称方波的逆变换

我们用 F ev en( �t )来代表 F ( �t )或者 f es ( �t ) , 并设
�1�

cos( �t ) = �
�

n= 1
I even( n) Feven ( �t ) . 那么, 有 cos

( �t ) = �
�

n= 1
I even( n) �

�

m= 1
r even( m) cos( mn�t ) .令 mn= k ,有

cos( �t ) = �
�

k= 1
[ �
�

mn= k
I even( n) r even(

k
n
) ] cos( k�t ) = �

�

k= 1
[ �
n: k
I even( n) r ev en(

k
n
) ] cos( k�t ) .

其中 r ev en(
k
n
) 代表 r ( n)或者 res( n) . [ �

n: k
I even( n) r even(

k
n
) ]的求和, 表示对每一个 k 中的多个整数因子

n 求和(包括 1和 k ) .由此可得 �
n : k
I ev en( n ) r even(

k
n
)= �k1. 由上述公式,可以递推解得 I even( n )的各个值.

这样,也就求出了 cos( �t )按矩形脉冲或偶对称方波展开的逆变换式为

cos( �t ) = �
�

n= 1
I even( n)F even( n�t ) .

下面,我们给出开始的几个 I even( n) (也是一般的 Mobius变换的系数 I ( n) )的计算公式为

I (1) = 1/ r (1) ,

I (2) = - I (1) r (2) / r (1) = - r (2) / r 2
(1) ,

I (3) = - I (1) r (3) / r (1) = - r (3) / r
2
(1) ,

I (4) = - [ I (1) r (4) + I (2) r (2) ] / r (1) = - r (4) / r
2
(1) + r

2
(2) / r

3
(1) ,

I (5) = - r(5) / r 2
(1) ,

I (6) = - [ I (1) r (6) + I (2) r (3) + I (3) r (2) ] / r(1) = [ 2r (2) r (3) - r (1) r (6) ] / r 3
(1) ,

I (7) = - I (1) r (7) / r (1) = - r (7) / r 2
(1) .

(1)

其余可以类推计算. 从以上可看出,对于不等于 1的素数 k , 则有 I ( k )= - r ( k ) / r
2
(1) .而对于非素数

k , 则 I ( k )的计算要麻烦一些.但我们可用计算机进行编程运算, 得到 k 取任意正整数时的各个系数.

要注意的另一个问题是对于矩形脉冲的余弦展开,余弦级数的角频率可趋向于很大.但幅度已因为
1
n�

而趋向无穷小了. 但对其逆变换, 即把 cos�t 展开为矩形脉冲时,矩形脉冲的频率却不可能无限增大.因

为对于宽度为 �的矩形脉冲, 其最高频率 f max< 1/ �. 否则,它就变成直流电平了.因此, 在应用逆变换展

开时, �的值与展开的最高频率要有适当的兼顾.当然,其前面的展开系数 I ( n)的值也随着 n 的增加而

迅速减少了.而对于偶对称方波的余弦展开, 应考虑与矩形脉冲同样的问题.

1. 3 � 一般偶函数对 F even( �t ) (矩形脉冲或偶对称方波)的展开

设对任意偶函数 g ( t )= G0+ �
�

n= 1
a( n) cosn�t ,有
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G( t) = g( t ) - G 0 = �
�

n= 1
a( n) cosn�t = �

�

n= 1
a( n) �

�

m= 1
a( n) I even( m) Feven( mn�t ) .

令 mn = k, �
�

k= 1
[ �
n: k
a( n) I even(

k
n
) ] Feven( k�t )= �

�

k= 1
C( k )F even( k�t ) ,其中

C( k ) = �
n : k
a( n ) I even(

k
n
) .

逆变换系数 C ( k)的一般形式是相同的,只是后面的 I ( n) 是由不同的 r ( n) 计算得来的.为得到进一步

的结果,引入如下的表达式,即

1
��

2�

�t= 0
cosn�tcosm�td( �t ) = �mn, � � �

�

m= 1
�mn = 1.

C ( k)则可以写为

C ( k) = �
n: k
a( n) I even(

k
n
) =

1
��

2�

�t = 0
[ �
�

n= 1
a( n) cosn�t ] [ �

m: k
I even(

k
m
) cosm�t ] d( �t ) =

1
��

2�

�t= 0
G ( t) �Fk ( �t )d( �t ) ,

其中

�F k( �t ) = �
m: k
I even(

k
m
) cosm�t . (2)

可以证明, �Fk( �t )与 Feven( �t )是正交的,即有
1
��

2�

�t = 0
Feven( l�t ) �F k( �t )d( �t ) = �K , l . 简述为

1
��

2�

�t = 0
Feven( l�t ) �FK ( �t )d( �t ) =

1
��

2�

�t= 0
[ �
�

n = 1
r ev en( n ) cosnl�t ] [ �

m: k
I even(

k
m
) cosm�t ] d( �t ) .

由余弦函数的正交性,可知
1
��

2�

�t= 0
cosnl�tcosm�td( �t ) = �nl , m , 故此式可写为

�
�

n = 1
r ev en( n ) �

m: k
I even(

k
m
) �nl , m = �

m: k
nl= m

r even(
m
l
) I even(

k
m
) = �

m
l
:
k
l

r even(
m
l
) I even(

k/ l
m / l

) = �k
l
, 1 = �k , l .

由此,可证明 �Fk( �t )与 F ev en( �t ) 的正交性.找到与 F even( �t )正交的函数族 �F k( �t )是很重要的,它可用
于 C ( k)的计算与对所携带信息的解调.

2 � 奇对称方波的计算

2. 1 � 奇对称方波的波形与傅立叶级数

图 3� 奇对称方波的波形

奇对称方波的波形如图 3所示� 图中方波峰峰值为 E3, 正值
E3

2
, 负值

-
E3

2
. 脉冲宽度为周期的一半, 即 �=

T
2
. 此波形为奇函数, 故付氏展开为

正弦级数� 奇对称方波的傅立叶级数�15�为

f os( �t ) = �
�

n= 1

2E3sin
2
(
n�
2
)

n�
� sin( n�t ) = �

�

n= 1
ros ( n) � sin( n�t ) ,

其中

ros ( n) =
2E 3sin2

(
n�
2
)

n�
. (3)

2. 2 � sin( �t )对奇对称方波的逆变换

现在,我们来求 sin( �t )的逆变换�1�
.即设 sin( �t )= �

�

n = 1
Ios ( n)f os( n�t ) ,那么就有 sin( �t )= �

�

n= 1
I os( n)

�
�

m= 1
ros (m ) sin(mn�t ) . 令 mn = k, 有

sin( �t ) = �
�

k= 1
[ �
mn= k

Ios ( n) ros(
k
n
) ] sin( k�t ) = �

�

k= 1
[ �
n: k
Ios ( n) ros(

k
n
) ] sin( k�t ) . (4)
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类似可得 �
n : k
I os( n) ros (

k
n
) = �k, l . 由此,可递推解得 I os( n)的各个值. 这样就求出了 sin( �t )按奇对称方

波展开的逆变换式为

sin( �t ) = �
�

n= 1
I os ( n)f os( n�t ) . (5)

展开时,同样也要注意前述类似的问题.

2. 3 � 一般奇函数对奇对称方波的展开

设对任意奇函数 Q ( t) = �
�

n= 1
b ( n) sin( n�t ) , 有 Q ( t ) = �

�

n= 1
b ( n) sin( n�t ) = �

�

n= 1
b ( n) �

�

m= 1
I os ( m ) f o s

(mn�t ) , 令 mn = k, 则 �
�

k= 1
[ �
n: k
b( n) I os(

k
n
) ] f os( k�t )= �

�

k= 1
Cos( k )f os ( k�t ) . Cos( k )= �

n: k
b ( n) I os(

k
n
) , 可用求

得矩形脉冲展开系数的同样方法求解, 那么 Cos( k )可以写为

C os( k) = �
n : k
b ( n) I os(

k
n
) =

1
��

2�

�t = 0
[ �
�

n= 1
b( n) sinn�t ] [ �

m: k
I os(

k
m
) sinm�t ] d( �t ) =

1
��

2�

�t= 0
Q( t)�f osk( �t )d( �t ) , (6)

其中 �f osk ( �t ) = �
m: k
I os(

k
m
) sinm�t .同样,可以用类似的方法证明 �f osk( �t )与 f os( �t )是正交的,即有

1
��

2�

�t = 0
f os( l�t )�f os k( �t )d( �t ) = �kl . (7)

由求得的 �f osk( �t ) ,可用于 C os( k )的计算与对 Q( t)所携带信息的解调.

3 � 讨论

付立叶变换的基本函数族是正交的三角函数族,一般周期函数的三角级数展开得到的是在此无穷

维基函数上的各维分量. 应用Mobius变换对付立叶变换进行逆变换运算, 实际是把三角级数在各种数

字信号基函数上进行展开.很显然,上述各种数字信号基函数集是非正交的,或称为是斜正交的.一般周

期函数展开为各种数字信号基函数,也就是在斜正交的各种数字信号基函数上进行展开而得到各维的

分量.假设这个一般的周期函数携带有某种信息, 要对此信息进行解调.一种最简单的方法,就是找到与

此斜正交基函数族相正交的函数族.文中对 C( k )的另一种表示的更重要目的,就是要求得与各种数字

信号基函数集相正交的函数族 �Fk ( �t )等, 以备今后的应用. 很显然地, 所求得的函数族 �Fk ( �t )也是非
正交的,即斜正交的.但两个本身是斜正交的函数族却是互相正交的,且 �Fk( �t )的函数形式是非常容易
构成的.

由于一般周期函数的付立叶展开同时包含余弦与正弦级数项,故我们同时进行了奇、偶对称方波的

逆变换计算,使一般的周期函数的展开能直接应用此处计算的结果.

对于付立叶变换,数学分析已经证明,对于任意的分段连续的周期函数 f ( x ) , 有下式成立(Parseval

等式)
�16�
.�

l

- l
[ f ( x ) ]

2
= �

�

k= 0
a

2
k�
l

- l
[ cos

k�x
l
]

2
+ �

�

k= 0
b

2
k�
l

- l
[ sin

k�x
l
]

2
, f ( x )的周期是 2l .在此等式的基础

上,可证明�16�
, fN ( x ) = �

N

k= 0
ak cos

k�x
l

+ �
N

k= 0
bksin

k�x
l
于N � � 时平均收敛于周期函数 f ( x ) .

对一般周期函数 f ( x )按数字信号基函数族的展开, 当展开项数趋向于无穷大时, 展开式的收敛性

问题是需要另外加以讨论的. 本文在此先不作讨论.

4 � 初步结论

应用Mobius变换对付立叶变换进行逆变换计算的结果,使我们找到了把一般周期信号展开为斜正

交的数字信号基函数族的方法.同时,在对展开系数进行分析与计算的过程中,求得了另一族与展开基

函数族相正交的函数族. 此函数族本身也是斜正交的, 它不仅可用于展开系数的计算, 也为一般周期函

数可能携带的信息的解调,预示了其应用的前景.
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Computing the Inverse Transform of Some

Common Signal Waveforms ( �)
The Inverse Transform of Rectangular Pulse and Square Wave

with Even�Odd Symmetry

Su Wuxun � Zhang Weibin � Wang Jiancheng
( College of Information Science and Engineering, Huaqiao University, 362021, Quanzhou, China)

Abstract � The inverse transform of Fourier series of three digital signals in common use is operated by applying Moebius transformation.

As its results, the authors obtain the expansions of sine, cosiue and their general periodic signals into these digital signals, and solve the

expansion coefficient on base function of non�orthogonal digital signal, and solve also the non�orthogonal function family which are per�

pendicular to the expanding base function family.

Keywords � Moebius (M�obius) transformation, inverse transform of Fourier series, expansion of periodic signals into digital signals,

non�orthogonal function family, expansion coefficient
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