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区间数判断矩阵的最小二乘排序法

占济舟　　吕跃进
(广西大学数学与信息科学学院 , 广西 南宁 530004)

摘要　指出李梅霞的不确定型 AHP中的一种新排序方法中拟最小偏差法的错误.从偏差的角度 ,给出区间数

判断矩阵的最小二乘排序方法.最后 ,给出一个算例加以说明.
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在层次分析法 (AHP)中采用同一准则下方案 ,进行两两比较的方法构造判断矩阵.由于信息量不足

或方案不够完善等原因 ,专家往往把握不准而不能做出明确的判断.此时判断就有多种可能 ,于是产生

了不确定型 AHP.在现有的不确定型 AHP中 ,有一种采用的是区间数标度 ,相应的判断矩阵以区间判断

的形式给出.目前 ,国内很多学者对区间数判断矩阵的权重计算方法进行研究〔15〕.例如 ,有特征根向量

法〔2〕,区间数对数最小二乘法〔3〕,等等.文〔1〕提出拟最小偏差法 ,并研究此方法的一些性质.事实上 ,文

〔1〕中构造的偏差 dij =
aijwj

ajjwi
+

ajiw i

aiiwj
-

2

aiiajj

并非大于或等于 0 ,这就导致了偏差函数 F ( W) =
1
2
Σ
i , j

dij也

并非≥0.从而 ,在理论上对这种排序方法产生了怀疑.本文在文〔1〕的基础上 ,从偏差的角度提出区间数

判断矩阵的最小二乘法.给出该方法的具体算法 ,并以一示例加以说明.

1　基本概念及定理
〔1 ,2〕

定义 1　记 a = [ a - , a + ] = { x| a - ≤x≤a + } ,称 a为一个区间数.下为区间数的运算定义. (1) a

+ b = [ a - + b - , a + + b + ]. (2) ab = [ a - b - , a + b + ] , λa = [λa - ,λa + ] (λ≥0) . (3)
a
b

= [
a -

b + ,

a +

b - ] ,
1
b

= [
1

b + ,
1

b - ].上述运算应满足相应的交换律、结合律、分配律等性质.本文中 ,记Ω= { 1 ,2 , ⋯,

n} .

定义 2　称 A = ( aij) n×n为区间数判断矩阵.如果对 Π i , j∈Ω,均有 : (1) aij = [ a -
ij , a +

ij ] ,且 1/ 9≤

a -
ij ≤a +

ij ≤9 ; (2) aij =
[1 ,1 ]

aij
.

定义 3　设 A = ( aij) n×n为一区间数矩阵 ,如果对 Π i , j , k∈Ω ,均有 : (1) aij =
[1 ,1 ]

aji
; (2) aijajk = ajj

aik .那么 , 称 A = ( aij) n×n为一致性区间数矩阵 ,且 (1) , (2)为一致性条件.

定义 4　设 A = ( aij) n×n为正数字矩阵 ,如果对 Π i , j , k ∈Ω.恒有 aijaik = ajjaik .那么 ,称 A为拟一

致数字矩阵.

定理 1　正数字矩阵 A为拟一致矩阵的充要条件是存在向量 W = [ w1 , w2 , ⋯, wn ]T ,使 aij = ajj
w i

wj

Π i , j∈Ω ,其中 W为 A的右主特征向量.
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　　定理 2　区间数判断矩阵 A = ( aij) n×n为区间数一致性矩阵 ,其充要条件是 A - , A +都为拟一致数

字矩阵.这里 , A = [ A - , A + ] , A - = ( a -
ij ) n×n , A + = ( a +

ij ) n×n .

定理 3　设 A = ( aij) n×n为区间数一致性矩阵 , x - , x +分别为 A - , A +属于其最大特征根 ,并且具

有正分量的归一化特征向量.那么 W = [ kx - , mx + ] = [ w1 , w2 , ⋯, wn ]T ,满足 aij =
wi

wj
且 A = (

w i

wj
) n×n的

充要条件是 k/ m =Σ
n

j = 1

1

Σ
n

i = 1
a +

ij

=
1

Σ
n

j = 1
(Σ

n

i = 1
a -

ij ) - 1
考虑到 k/ m的表达式及权重向量左右端点的对称性 ,可以取

k = Σ
n

j = 1
(Σ

n

i = 1
a +

ij ) - 1 , m = Σ
n

j = 1
(Σ

n

i = 1
a -

ij ) - 1 .

2　错误的分析
〔1〕

文〔1〕中构造了拟偏差函数 F( W) =
1
2
Σ
i , j

dij =
1
2
Σ

n

i = 1
Σ

n

j = 1
(

aijwj

ajjw i
+

ajiw i

aiiwj
-

2
( aiiajj)

1/ 2) ,并证明如下定理.

定理 4　函数 F( W)在 D中有唯一最小值点 w 3 ,且 w 3是方程组Σ
n

j = 1

aijwj

ajjw i
=Σ

n

j = 1

ajiw i

aiiwj
在 D中的唯一

解.在对区间数判断矩阵求排序权重时 ,文〔1〕采取下述步骤. (1) 用上述拟最小偏差法分别对 A - , A +

进行求解 ,得归一化向量 W - = [ w -
1 , w -

2 , ⋯, w -
n ]T , W + = [ w +

1 , w +
2 , ⋯, w +

n ]T. (2) 由 A - = ( a -
ij ) n×n ,

A + = ( a +
ij ) n×n计算 k = Σ

n

j = 1
(Σ

n

i = 1
a +

ij ) - 1 , m = Σ
n

j = 1
(Σ

n

i = 1
a -

ij ) - 1 . (3) 计算权重向量 w 3 = [ kw - , mw + ].

由区间数判断矩阵的定义 aij =
[1 ,1 ]

aji
,以及区间数的运算可以知道 , a -

ij =
1

a +
ji

, a +
ij =

1
a -

ji
.因此 , A -

并非是一个正互反矩阵 ,即 a -
ij =

1
a -

ji
并非成立.从而 ,在 A - 中
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ij w -

j

a -
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i
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;相反 ,多数情况为 a -

ij < a +
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ij <
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, a -
ij a -
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.对

A +有
a +
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a +
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a +
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i
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ii w +

j
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a +
ij a +
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a +
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ii
≥2

a +
ij / a -

ij

a +
jj a +

ii
≥2 1

a +
jj a +

ii
.因此 ,对 A +来讲 , dij ≥0 ,而对于 A - , dij

却未必大于或等于 0.

所以 ,文〔1〕构造的偏差函数 dij并非大于或等于 0 ,这就使得决策人员在决策过程中遇到麻烦.正因

为如此 ,本文从偏差的角度提出区间数判断矩阵的最小二乘法.

3　区间数判断矩阵最小二乘法排序原理

设区间数判断矩阵 A = ( aij) n×n , A - = ( a -
ij ) n×n , A + = ( a +

ij ) n×n , A - , A +的排序向量 W - =

[ w -
1 , w -

2 , ⋯, w -
n ]T , W + = [ w +

1 , w +
2 , ⋯, w +

n ]T , 满足归一化约束条件Σ
n

i = 1
w -

i = 1 , Σ
n

i = 1
w +

i = 1.

根据定理 1 ,正数字矩阵 A = ( aij) n×n拟一致的条件是 aij = ajj
w i

wj
,即

aij

ajj
=

w i

wj
. W = [ w1 , w2 , ⋯, wn ]为

A的右主特征向量.然而 ,在通常情况下 , A是非拟一致的.为此 ,引入偏差 dij =
aij

ajj
-

w i

wj
( i , j∈Ω) .记 D

= { W = [ w1 , w2 , ⋯, wn ]T| wi > 0 ,Σ
i
w i = 1} .同时 ,构造偏差函数

G( W) = Σ
n

i =1
Σ

n

j =1
(

aij

ajj
-

w i

wj
) 2 .

显然 , G( W)愈小愈好.因此 ,合理的排序向量 �w 应使 G( �w )最小.由此 ,导出排序方法也称最小二乘法
(LSM)为

min G( W) = Σ
n

i = 1
Σ

n

j =1
(

aij

ajj
-

w i

wj
) 2

s. t . Σ
n

i = 1
w i = 1.

(1)
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可以看出 ,LSM是一个带约束的非线性最小二乘问题 ,传统的求解方法是借助于Levenberg2Marquardt (阻

尼最小二乘法)或Levenberg2Marquardt Fletcher算法.文〔6〕为克服传统求解方法的不足 ,提出了一种简洁

的收敛迭代算法.此处 ,我们仿照文〔6〕给出了区间数判断矩阵LSM的算法.

定理 5　偏差函数 G( W)在 D中有最小值点 w 3 ,且 w 3是下列方程组

Σ
n

j = 1
(

aij

ajj
-

w i

wj
)

w i

wj
= Σ

n

j = 1
(

aji

aii
-

wj

wi
)

wj

w i
, 　　i , j ∈Ω (2)

在 D中的解. 关于 w 3的存在性证明可参考文〔7〕, w 3不具有唯一性.在此 ,仅证明 w 3满足方程组 (2) .

证明　作拉格朗日函数为

L ( W ,λ) = Σ
n

i = 1
Σ

n

j = 1
(

aij

ajj
-

w i

wj
) 2 =λ(Σ

n

i = 1
w i - 1) . (3)

令 5L
5 w i

= 0 ,得

- 2Σ
n

j = 1
(

aij

ajj
-

w i

wj
) 1

wj
+ 2Σ

n

j = 1
(

aji

aii
-

wj

w i
)

wj

w2
i

+λ = 0. (4)

对式 (4)两端同乘以 w i ,得

- 2Σ
n

j =1
(

aij

ajj
-

w i

wj
)

w i

wj
+ 2Σ

n

j =1
(

aji

aii
-

wj

w i
)

wj

w i
+λw i = 0. (5)

式 (5)对 i 求和 ,得

- 2Σ
n

i = 1
Σ

n

j = 1
(

aij

ajj
-

w i

wj
)

w i

wj
+ 2Σ

n

i = 1
Σ

n

j = 1
(

aji

aii
-

wj

w i
)

wj

w i
+λ = 0. (6)

将式 (6) i , j对换 ,经比较得λ= 0 ,代入式 (5)得

Σ
n

j = 1
(

aij

ajj
-

w i

wj
)

w i

wj
= Σ

n

j = 1
(

aji

aii
-

wj

w i
)

wj

w i

成立.故 w 3是方程组 (2)在 D中的解.仿照文〔6〕可以给出下列迭代算法. (1) 取定初始向量 W (0) =

( w1 [ (0) , w2 (0) , ⋯, wn (0) ]T∈D ,给定迭代精度ε,置 k = 0.可以取 w i (0) =
Σ
j = 1

aij

ajj

Σ
i , j = 1

aij

ajj

. (2) 计算ηi ( w ( k) )

=Σ
n

j = 1
[ (

aij

ajj
-

w i ( k)

wj ( k)
)

w i ( k)

wj ( k)
- (

aji

aii
-

wj ( k)

w i ( k)
)

wj ( k)

w i ( k)
] , Π i ∈Ω恒有|ηi ( w ( k) | ≤ε成立 , 算法终止 , w 3 =

w ( k) ;反之 ,转 (3) . (3) 确定 m ,使|ηm ( w ( k) | = max
i∈Ω

|ηi ( w ( k) | ,并令 xi ( k) =
T ( k) Wm ( k) , i = m

Wi ( k) , i ≠m
或 x i

( k) = W i ( k) =
x i ( k)

Σ
n

j = 1
xj ( k)

,其中 T ( k)为 G( X ( k) )的最小值点.可以类似文〔6〕中的证明 ,说明 T ( k)为下

列四次方程的非负实根.即

at4 + bt3 + ct + d = 0 , (7)

其中 a =Σ
j≠m

w2
m ( k)

w2
j ( k)

, b = - Σ
j≠m

amjwm ( k)

ajjwj ( k)
, c = - Σ

j≠m

ajmwj ( k)

ammwm ( k)
, d = - Σ

j≠m

w2
j ( k)

w2
m ( k)

.若式 (7)的非负实根不

唯一 ,则取偏差函数 G( X ( k) )达到最小的 t 值为 T ( k) .此外 , T ( k)也可由式 t0 = 1或 tn = -
bt3

n - 1 + d

at3
n - 1 + c

> 0迭代求解 ,直至满足 at4 + bt3 + ct + d≤ε为止. (4) 令 k = k + 1 ,转 (2) .类似地可证明上述算法经有

限步迭代后收敛 ,其证法可参考文〔8〕.容易证明下面两个定理成立.

定理 6　当正数字矩阵 A拟一致时 ,LSM法与特征根法具有相同的排序权向量.

定理 7　当区间数判断矩阵 A一致时 ,LSM法与区间数特征根法给出相同的排序权向量.于是得到

下面求解区间数判断矩阵的排序方法 ,称之为区间数最小二乘法. (1) 用最小二乘法对 A - , A +进行求

解 ,求得归一化向量 w - , w + . (2) 由 A - = ( a -
ij ) n×n , A + = ( a +

ij ) n×n计算 k = Σ
n

j = 1
(Σ

n

i = 1
a +

ij ) - 1 , m =
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Σ
n

j = 1
(Σ

n

i = 1
a -

ij ) - 1 . (3)计算权重向量 w 3 = [ kw - , mw + ].

4　算例

设区间数判断矩阵为

A =

[1 ,1 ] [2 ,3 ] [3 ,5 ]

[1/ 3 ,1/ 2 ] [1 ,1 ] [4 ,5 ]

[1/ 5 ,1/ 3 ] [1/ 5 ,1/ 4 ] [1 ,1 ]

, 　　A - =

1 2 3

1/ 3 1 4

1/ 5 1/ 5 1

, 　　A + =

1 3 5

1/ 2 1 5

1/ 3 1/ 4 1

.

由特征根法 ,可以计算出归一化特征向量为 x - = [ 0 . 5594 , 0 . 3385 , 0 . 1022 ]T , x + = [ 0 . 5765 ,

0. 317 8 , 0. 105 7 ]T , k = 0. 435 8 , m = 0. 544 8.由 w = [ kw - , mw + ] ,得 w1 = [0. 243 8 , 0. 314 1 ] , w2 =

[0. 147 5 , 0. 173 1 ] , w3 = [0. 044 5 , 0. 057 6 ].利用最小二乘法 ,得 x - = [0. 445 2 , 0. 440 , 0. 115 8 ]T , x +

= [0. 498 5 , 0. 408 6 , 0. 092 9 ]T.由 W = [ kw - , mw + ] ,得 w1 = [0. 194 0 , 0. 271 6 ] , w2 = [0. 191 7 , 0. 222

0 ] , w3 = [0. 050 4 , 0. 050 6 ].通过比较 ,可以看出 ,最小二乘法与特征根法所得结果基本一致.

5　结束语

文〔4〕中指出 ,区间数判断矩阵的排序方法 ,可以沿用正互反判断矩阵中的排序方法.文〔1〕正是将

最小偏差法推广到区间数矩阵.但是 ,值得一提的是在推广的过程中 ,必须注意区间数判断矩阵与正互

反判断矩阵的区别与联系.本文所构造的偏差函数 G( W)大于或等于 0.因此 ,将最小二乘法推广到区

间数判断矩阵当中 ,这是可行的.
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Least Square Method for Sequencing Judgement Matrix

of Interval Numbers

Zhan Jizhou　　Lu Yuejin
(College of Mathematics and Information Science , Guangxi University , 530004 , Nanning , China)

Abstract 　The present work directs against the Li Meixia’s work on quasi2least2deviation priority method in reference〔1〕. From the an2
gle of biased deviation , the authors give here the method of least square for sequencing or ordering the judgement matrix of interval num2
bers and give a numerical example for its explanation.

Keywords 　judgement matrix of interval numers , quasi2least2deviation method , least square method
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