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可延拓成 N 类函数的极值问题

龙波涌　　黄心中
(华侨大学数学系 , 福建 泉州 362021)

摘要　对 N类函数的性质进行进一步的研究 ,得到一些可延托成 N类函数的判别条件.结果指出 ,Reich在相

应文献中所提出的充分条件并非必要的.利用给出的一些延拓的方法 ,找到某些可延拓成类函数的函数类 ,其

再次延拓后的模是减少的.
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1　背景介绍

设 k ( z)为有界可测的复值函数 , z∈U = { z| | z| < 1} .记 B = { f ( z) | f ( z)于 U内解析 ,且‖f ‖U <

∞} ,其中 ‖f ‖U = κU
| f ( z) | d xd y .考虑泛函 L k [ f ( z) ] = κU

k ( z) f ( z) d xd y ,其中 f ( z) ∈B . U上的

N 类函数可定义为设 k ( z)是 U上的有界可测函数. 若对任何 f ∈B ,恒有 L k [ f ] = 0 ,则称 k ( z) ∈N .

在对极值拟共形的复特征 u ( z)的研究中 ,Ahlfors〔1〕提出了 N 类函数的概念并给出了一些刻画 ;后

来许多的专家与学者对相关的问题都相继作了研究和探索〔2～5〕.关于 N 类函数的性质 , Reich给出了一

个定理〔5〕,说明若 u ( z)是一个拟共形映照的复特征 ,但它不是极值的 ,当且仅当存在一个 v ( z) ∈N ,使

得‖u ( z) - v ( z) ‖∞< ‖u ( z) ‖∞.从而 ,说明研究 N 类函数的性质对研究极值拟共形映照有着重要

的意义.

显然 ,对于 N 类函数 ,有关系式

v ( z) ∈N ΖκU
v ( z) znd xd y = 0 , 　　n = 0 ,1 ,2 , ⋯. (1)

在文〔5〕中 , Reich证明

定理 A　设α( z)为 Uρ= { z| | z| <ρ,0 <ρ< 1}上的有界可测的复值函数 ,则存在一个唯一的β( z) ,

于ρ< | z| ≤∞中解析 ,使得

v ( z) =
α( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,
(2)

且 v ( z) ∈N 类.其中β( z) = -
1

1 -ρ2 zP( z) , P( z) = -
1
πκ|ξ| <ρ

α(ζ)
ξ - z

dζdη,ρ < | z | < ∞.

上述定理解决了给定圆盘 Uρ= { z| | z| <ρ, 0 <ρ< 1}上的有界可测函数 ,其可以向外延拓成单位

园盘上的 N 类函数的问题.记 Uρ上的有界可测且向外延拓成 N 类函数的函数类为 F2 ,则由定理 A可

知 , Uρ上的一切有界可测的复值函数均属于 F2 .

另一方面 ,设β( z)为 Aρ= { z|ρ< | z| < 1 ,0 <ρ< 1}上的有界可测的复值函数.是否存在一个 Uρ=

{ z| | z| <ρ,0 <ρ< 1}上的有界可测的复值函数α( z) ,使得式 (2)属于 N 类.对于该问题 ,Reich〔5〕证明了

下面的两个定理 1
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　　定理 B　设β( z)是 Aρ= { z|ρ< | z| < 1 ,0 <ρ< 1}上的有界可测的复值函数 1令

bn = κρ< | z| <1
β( z) zn d xd y , 　　n = 0 ,1 ,2 , ⋯, (3)

则β( z)可以向内延拓成 N 类函数的必要条件是

lim
n→∞

| bn |
1
n ≤ρ, (4)

而充分条件是

lim
n→∞

| bn |
1
n <ρ. (5)

　　定理 C　设β( z)是 Aρ= { z|ρ< | z| < 1 ,0 <ρ< 1}上的有界可测的复值函数 1令

bn = κρ< | z| <1
β( z) zn d xd y , 　　n = 0 ,1 ,2 , ⋯, (3)

则β( z)可以向内延拓成 N 类函数的必要条件是

Σ
∞

n =1
n

| bn | 2

ρ2 n < ∞, (6)

而充分条件是

Σ
∞

n = 1
n

| bn |

ρn < ∞. (7)

　　记 Aρ上的有界可测且可向内延拓成 N 类函数的函数类为 F1 .

在定理B的充分条件的证明中 ,Reich给出了β( z)的一个延拓为

α( reiθ) = - Σ
∞

n = 0

( n + 2) bn

2πρn +2 e - i nθ, 　　0 ≤ r <ρ < 1 , 　0 ≤θ < 2π. (8)

　　本文将研究下列的问题. (1) 进一步研究可向内延拓的条件 ,且考虑延拓是否唯一.设 f ( z)是 U到

U上的拟共形映照且以 u ( z)为复特征.我们知道 ,一定存在一个极值拟共形映照 f u
1

( z) ( z) ,满足 f u ( z) | 5 U

= f u
1

( z) | 5U且‖u1 ( z) ‖∞≤‖u ( z) ‖∞.对极值拟共形映照的研究已得到了许多很好的结果
〔6 ,7〕. (2) 给

定β( z) ∈F1 .是否存在另一个函数β1 ( z) ∈F1 ,使得‖β1 ( z) ‖∞≤‖β( z) ‖∞. (3) 给定α( z) ∈F2 ,研

究是否存在另一个函数α1 ( z) ∈F2 ,使得‖α1 ( z) ‖∞≤‖α( z) ‖∞.

本文将在研究 N 类函数的性质的基础上 ,部分的解决上述问题 1

2　主要结果

对于定理 A ,文〔5〕是用积分表示的方法来证明的.以下 ,我们给出一个更简洁的证明.为此令

bn = κ| z| <ρ
α( z) zn d xd y , 　　n = 0 ,1 ,2 , ⋯, (9)

则| bn| ≤
2π

n + 2
ρn + 2‖α( z) ‖∞, lim

n→∞
| bn|

1
n ≤ρ.

令 g ( z) =Σ
∞

n = 0

1
π(1 -ρ2)

bnz
n ,则 g ( z)在| z| <

1
ρ内收敛、解析.故 g ( 1

z
)在| z| >ρ上解析.令

β( z) = Σ
∞

n =0

1
π(1 - ρ2)

bnz
- n , (10)

考虑式 (1) ,易证

v ( z) =
α( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

属于 N 类.其中

β( z) = Σ
∞

n =0

1
π(1 - ρ2)

bnz
- n = -

1
π(1 - ρ2)

Σ
∞

n =0
(κ|ξ| <ρ
α(ξ)ξn d xd y) z - n =

-
1

π(1 - ρ2) κ|ξ| <ρ
α(ξ) [Σ

∞

n = 0
(
ξ
z

) n ] d xd y =
z

π(1 - ρ2) κ|ξ| <ρ

α(ξ)
ξ - z

d xd y .

这就是定理 A中β( z)的表达式.
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相应于定理 A中α( z)的解析延拓 ,我们将证明以下的

定理 1　设β( z)是 Aρ= { z|ρ< | z| < 1 ,0 <ρ< 1}上的有界可测的复值函数 1令

bn = κρ< | z| <1
β( z) zn d xd y , 　　n = 0 ,1 ,2 , ⋯,

则当Σ
∞

n = 0
n

| bn|
ρn < + ∞时 ,存在唯一的α( z) ,在 Uρ= { z| | z| <ρ, 0 <ρ< 1}上是有界解析函数的共轭.它

使得

v ( z) =
α( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

且 v ( z) ∈N 类.这里

α( z) = - Σ
∞

n = 0

( n + 1) bn

πρ2 n +2 (�z) n . (11)

　　证明　设β( z)是满足定理 1条件的函数 ,根据定理 C ,β( z)可延拓.取φ( z) = - Σ
∞

n = 0

( n + 1) �bn

πρ2 n + 2 zn .由

假设Σ
∞

n = 0
n

| bn|
ρn < + ∞,则φ( z )为 Uρ = { z | | z | <ρ, 0 <ρ< 1}上的有界解析函数 .取α( z ) =φ( z) =

- Σ
∞

n = 0

( n + 1) bn

πρ2 n + 2 (�z) n ,再令

v ( z) =
α( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

则易证式 (1)右边成立 , v ( z) ∈N .根据解析函数的唯一性定理 , v ( z)就是满足定理 1条件的唯一函数.

证毕.

附注　根据定理B及定理 1的证明 ,说明β( z)的延拓不是唯一的.

对于定理B的条件 (5) ,是否能成为β( z)向内延拓成 N 类函数充要条件.对此 ,我们将证明如下的

定理.

定理 2　设β( z)是 Aρ= { z|ρ< | z| < 1 ,0 <ρ< 1}上的有界可测的复值函数 1令

bn = κρ< | z| <1
β( z) zn d xd y , 　　n = 0 ,1 ,2 , ⋯,

则 lim
n→∞

| bn|
1
n <ρ不是β( z)向内延拓成 N 类函数的充要条件.

证明　对于给定的β( z) ,令 bn = κρ< | z| <1
β( z) zn d xd y , n = 0 ,1 ,2 , ⋯. 则由定理B , lim

n→∞
| bn|

1
n <ρ

是β( z)向内延拓成 N 类函数的充分条件.但是 ,若取

β( z) = Σ
∞

n = 0

n + 1
π(1 - ρ2 n +2) n2 +α(ρ�z) n , 　　α > 0 , 　ρ < | z | < 1 , (12)

则β( z)是 Aρ上的有界可测的复值函数.容易知到 bn = κρ< | z| <1
β( z) zn d xd y =

ρn

n2+α , n = 0 ,1 ,2 , ⋯,

且 lim
n→∞

| bn|
1
n =ρ.依照定理 1的延拓方法 ,令

α( z) = - Σ
∞

n =0

n + 1
πρ2 n +2 bn (�z) n = - Σ

∞

n =0

n + 1
πρ2 n +2 n2 +α(�z) n ,

则α( z)为{ z| | z| ≤ρ上的有界可测复值函数.再令

v ( z) =
α( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

则考虑式 (1) ,容易证明 v ( z) ∈N 类.由此可见 ,条件 lim
n→∞

| bn|
1
n <ρ不是β( z)向内延拓成 N 类函数的必

要条件 1证毕.

更进一步 ,我们将证明如下的定理.

定理 3 　设β( z ) 是 Aρ = { z | ρ < | z | < 1 , 0 <ρ < 1} 上的有界可测的复值函数. 令 bn =
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κρ< | z| <1
β( z) zn d xd y , n = 0 ,1 ,2 , ⋯. 若当 n→∞时 ,有

| bn | = O (
ρn

n2 +α) , (13)

其中α> 0为常数 ,则β( z)可向内延拓成 N 类函数的充要条件是Σ
∞

n = 1
n

| bn|
ρn < ∞.

证明　(1) 充分性 1当 n→∞时 , 若| bn| = O (
ρn

n2 +α) ,则存在正整数 N 及常数 C ,0 < C < ∞, 当 n >

N 时 ,有| bn| ≤C
ρn

n2 +α.因 bn = κρ< | z| <1
β( z) zn d xd y , n = 0 ,1 ,2 , ⋯ ,则

| bn | ≤2π(1 - ρn +2

n + 2
‖β( z) ‖∞ < ∞, 　　Σ

N

n = 1
n

| bn |

ρn = M < ∞,

Σ
∞

n = 1
n

| bn |

ρn = Σ
N

n = 1
n

| bn |

ρn + Σ
∞

n = N +1
n

| bn |

ρn ≤M + Σ
∞

n = N +1
nC

ρn

n2 +α

ρn = M + C Σ
∞

n = N +1

1
n1 +α < ∞.

　　再考虑定理 C ,可知β( z)可延拓.

(2) 必要性 1由定理 B知 ,β( z)可向内延拓成 N 函数的必要条件是 lim
n→∞

| bn|
1
n ≤ρ.此条件显然包含

了条件 (13) ,故条件 (13)是β( z)可向内延拓成 N 类函数的必要条件.

综上所述 ,定理获证.

对于问题 2 ,我们将证下列的

定理 4　设β( z)是 Aρ= { z|ρ< | z| < 1 ,0 <ρ< 1}上的有界可测的复值函数 ,且β( z) ∈F1 .令 bn =

κρ< | z| <1
β( z) zn d xd y , n = 0 ,1 ,2 , ⋯. 当‖β‖∞≥

1
π(1 -ρ2)

Σ
N

n = 0
n

| bn|
ρn 时 ,存在β( z) ∈F1 ,使得‖β1 ( z)

‖∞≤‖β( z) ‖∞

证明　对于给定的β( z) ∈F1 ,由定理 1 ,取延拓α( z) = - Σ
∞

n = 0

( n + 1) bn

πρ2 n + 2 (�z) n , | z| <ρ.令

an = κ| z| <ρ
α( z) zn d xd y , 　　n = 0 ,1 ,2 , ⋯, (14)

则

an = - κ| z| <ρ
Σ
∞

k = 0

( k + 1) bk

πρ2 k +2 (�z) k zn d xd y =

-
( n + 1) bn

πρ2 n +2 κ| z| <ρ
| z | 2 nd xd y = - bn , 　　n = 0 ,1 ,2 , ⋯.

若令

v ( z) =
α( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

则由式 (1)可知 , v ( z) ∈N 类.

另一方面 ,对于上面的α( z) ,根据定理 A ,又可再取延拓β1 ( z) =Σ
∞

n = 0

1
π(1 -ρ2)

bnz
- n , 0 <ρ< | z | <

1. 若令

v ( z) =
α( z) , 　　| z | <ρ,

β1 ( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

则 v ( z) ∈N类 ,即β1 ( z) ∈F1 ,且 sup
ρ< | z| < 1

|β1 ( z) | ≤Σ
∞

n = 0

1
π(1 -ρ2)

| bn|
ρn .由假定条件‖β‖∞≥

1
π(1 -ρ2)

·

Σ
∞

n = 0

| bn|
ρn ,则有‖β1 ( z) ‖∞≤‖β( z) ‖∞.证毕.

接下来 ,对于问题 3 ,我们有定理 5.
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定理 5　设α( z)是 Uρ= { z| | z| <ρ,0 <ρ< 1}上的有界可测的复值函数.令

bn = - κ| z| <ρ
α( z) zn d xd y , 　　n = 0 ,1 ,2 , ⋯,

则当‖α( z) ‖∞≥
1

2π
Σ
∞

n = 0

( n + 2) | bn|
ρn + 2 时 ,存在α1 ( z) ∈F2 , 使得‖α1 ( z) ‖∞≤‖α( z) ‖∞.

证明　对于给定的α( z) ,根据定理 A ,取

v ( z) =
α( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

使 v ( z) ∈N 类 ,其中β( z) =Σ
∞

n = 0

1
π(1 -ρ2)

bnz
- n .

另一方面 ,对上面的β( z) ,令

b′n = κρ< | z| <1
β( z) zn d xd y , 　　n = 0 ,1 ,2 , ⋯,

则 b′n = κρ< | z| < 1
Σ
∞

n = 0

1
π(1 -ρ2)

bkz
- kd xd y = bn .又因 bn = - κ| z| <ρ

α( z) znd xd y则 lim
n→∞

| b′n|
1
n = lim

n→∞
| bn|

1
n

≤ρ.定理B可知 ,对于β( z) ,若令

v ( z) =
α1 ( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

则 v ( z) ∈N类 . 其中α1 ( reiθ) = - Σ
∞

n = 0

( n + 2) bn

2πρn + 2 e - i nθ , 0 ≤r <ρ< 1 , 0 ≤θ< 2π. 则 sup
| z| <ρ

|α1 ( z ) | ≤

Σ
∞

n = 0

( n + 2) | bn|

2πρn + 2 由假定条件‖α( z) ‖∞≥
1

2π
Σ
∞

n = 0

( n + 2) | bn|
ρn + 2 ,则‖α1 ( z) ‖∞≤‖α( z) ‖∞.证毕.

同理 ,我们可以举例说明满足定理 5的条件的函数α( z)存在.

能满足定理 4的条件的函数β( z)一定存在.可参见下面的例子.

例 1　设β3 ( z) =Σ
∞

n = 0
αnz

n是| z| ≤1上有界的解析函数.令β( z) =β3 ( z) ,ρ< | z| < 1 , 0 <ρ< 1则

bn =
α0π(1 - ρ2) , 　　n = 0 ,

　　0 , 　　　　n = 1 ,2 , ⋯.

显然 , lim
n→∞

| bn|
1
n = 0 <ρ,故β( z) ∈F1 .即 1

π(1 -ρ2)
Σ
∞

n = 0

| bn|
ρn = | a0| .根据解析函数的最大模原理 ,有| a0| =

‖β3 (0) ‖≤max| z| = 1|β3 ( z) | = ‖β( z) ‖∞,即满足假定的条件‖β( z) ‖∞≥
1
π(1 -ρ2)

Σ
∞

n = 0

| bn|
ρn .按照

定理 4的证明过程所示 ,可以找到β1 ( z) = a0 ,则有‖β1 ( z) ‖∞≤‖β( z) ‖∞.

更进一步的例子 ,还可以使‖β1 ( z) ‖∞< ‖β( z) ‖∞.

例 2　取β( z) = | z| Σ
∞

n = 0
( n + 1) (ρ2| z| �z) n ,ρ< | z| < 1 , 0 <ρ< 1.则

sup
ρ< | z| < 1

| β( z) | =
1

(1 - ρ2) 2 ,

bn =
2
3
π(1 - ρ3 n +3)ρ2 n ,

lim
n→∞

| bn |
1
n =ρ2 <ρ,

β( z) ∈F1 .通过简单计算可知 ,
1

(1 -ρ2) 2 >Σ
∞

n = 0

2 (1 -ρ3 n + 3)ρ2 n

3 (1 -ρ2)ρn ,即‖β‖∞>
1
π(1 -ρ2)

Σ
∞

n = 0

| bn|
ρn 成立.按照

定理 4的证明过程所示 ,可以找到β1 ( z) =
1

1 -ρ2Σ
∞

n = 0

2 (1 -ρ3 n + 3)ρ2 n

3 zn ,则有‖β1 ( z) ‖∞< ‖β( z) ‖∞.

例 3　设α3 ( z) =Σ
∞

n = 0
anz

n是| z| ≤1中的有界解析函数. 在 Uρ= { z | | z | <ρ,0 <ρ< 1}上 ,取α( z)

=α3 ( z) .按照定理 5的证明过程所示 ,可以找到β( z) = -
ρ2

1 -ρ2 a0 ,令

743第 4期　　　　　　　　　　　　　　　龙波涌等 : 可延拓成 N类函数的极值问题



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

v ( z) =
α( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

则 v ( z) ∈N 类.对于找到的β( z) ,取α1 ( z) = a0 . 再令

v ( z) =
α1 ( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

则 v ( z) ∈N 类.考虑解析函数的最大模原理 ,则有‖α1 ( z) ‖∞≤‖α( z) ‖∞.

例 4　取α( z) =Σ
∞

n = 0
a0 (�z) n , n = 0 ,1 ,2 , ⋯,其中 , | z| <ρ所有的 an ( n = 0 ,1 ,2 , ⋯)为非负实数.按定

理 5的证明过程所示 ,可找到β( z) = - Σ
∞

n = 0

anρ
2 n + 2

( n + 1) (1 -ρ2)
z - n .令

v ( z) =
α( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

则 v ( z) ∈N 类.对于找到的β( z) ,取α1 ( reiθ) =Σ
∞

n = 0

( n + 2) a0ρ
n

2 ( n + 1)
e - i nθ, | z| <ρ< 11再令

v ( z) =
α1 ( z) , 　　| z | <ρ,

β( z) , 　　ρ < | z | < 1 ,

则 v ( z) ∈N 类.考虑解析函数的最大模原理 ,则有‖α1 ( z) ‖∞≤‖α( z) ‖∞.
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Extremal Problems for Some Functions to be Extended into Class N

Long Boyong　　Huang Xinzhong
(Dept . of Math. , Huaqiao Univ. , 362021 , Quanzhou , China)

Abstract 　By further studying the property of the functions of class N , the authors obtain some conditions for discrimi2nating the func2
tions which can be extended inward into class N . As shown by the results , the sufficient condition given by Reich in corresponding liter2
ature is unnecessary. By using some methods of extension given in this paper , the authors have found certain class of functions which can

be extended into function of class N ; and the essential norms of which are reduced after extending once again.

Keywords 　function of class N , norm , extension , extremal quasiconformal mapping
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