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摘要 � Schr�odinger 方程
� u
� t

= i
�2u

� x 2 ,可构造一族含双参数的三层高精度隐式差分格式 当参数 �= 1/ 2, �= 0

时得到一个双层格式 证明该格式对任意非负参数 � 0, � 0 都是绝对稳定的, 并且其截断误差阶为 O

(  t2 +  x 4 ) 数值例子表明,文中所建立的差分格式是有效的, 理论分析与实际计算相吻合 
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众所周知, Schr�odinger方程在等离子体、量子力学及流体力学中都有广泛的应用, 其最简单的模型

方程为

�u
�t = i

�2
u

�x 2 , � � i = - 1. (1)

对它的差分解法的研究已有很多成果!1~ 2∀
,但无论是显式格式或隐式格式其精度都不高,截断误差阶仅

为 O(  t+  x 2
)或 O(  t2+ ( t / x ) 2+  x 2

)或 O( t 2+  x 2
) .例如, 著名的Crank�Nicolson格式
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也仅为 O( t
2
+  x

2
) 其中  t ,  x 分别为时间方向 t及空间方向 x 的步长, !

2
x 为关于 x 的二阶中心差分

 为此,本文对方程(1)构造一族含双参数的三层高精度隐式差分格式 当参数 �= 1/ 2, �= 0时得到一个

双层格式 可以证明该格式对任意非负实参数 � 0, � 0都是绝对稳定的, 并且其截断误差阶为 O( t 2

+  x
4
) 数值例子表明,本文所建立的差分格式是有效的,且理论分析与实际计算相吻合 

1 � 差分格式的提出

对Schr�odinger方程(1)提出如下的三层多参数隐式差分格式
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格式(3)的实参数偶( �, �)为非负实数偶  而 ∀0, ∀1是待定实常数 适当选择这些参数和待定参数,可

以使差分方程( 3)逼近微分方程(1)具有尽可能高阶的离散误差,而且有较好的稳定性 对于参数偶( �,

�)的不同选取,便可得到不同的差分格式 

2 � 截断的误差的讨论

对于 Schr�odinger 方程(1) ,差分格式(3)的截断误差阶可达 O(  t
2
+  x

4
) 下面给予推导, 并由此
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确定常数 ∀0, ∀1 记
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设方程(1)的解 u( x , t )充分光滑,使得下列关系式成立, 即
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u

�xp+ 2q , � � p , q 为非负整数. (6)

令 r=  t /  x
2
为格式的网格比于网格点( j  x , n t )处进行Taylor展开得
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进而,可得式(3)左端为
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并利用关系式( 6)可得(3)式右端为
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比较式(8)和式(10)可知, 为使差分格式( 3)的截断误差阶为 O(  t 2+  x 4
) ,必需使参数 ∀1, ∀0同时满足

∀1+ ∀0= 1,
1
2 ∀1=

1
12.由此解得
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1
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5
6
. (11)

将其代入式(3) , 便得截断误差阶达 O( t 2+  x 4
)的三层双参数隐式差分格式
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其截断误差表达式为
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由于当 �= -
1

12
或 �= -

1
12

-
1

240r 2时均不满足稳定性条件,故格式( 12)的截断误差阶不可能更高了  

在特殊情况下, 由格式(12)可以获得如下几种特殊的高精度格式 

( #) �=
1
2
, �= 0为一个两层格式, 记为格式( #) .有
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3 � 稳定性分析

为研究差分格式稳定性, 需如下Miller 准则!3∀
.设复系数二次方程

Az
2
+ Bz + C = 0, � � A & 0 (17)

的根 z 1= ∃e
i%
, z 2= &e
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,且 ∃ &. (1) 若| A | > | B | ,则 ∃∋ 1! | ∀AB- ∀BC| ∋ | A |

2
- | C|

2
. (2) 若| A | = |

C | ,则 ∃= &= 1且 z 1 & z2 ! ∀AB= ∀BC , | B| ∋ 2| A | .现用 Fourier方法分析差分格式(12)的稳定性,分两种

情况讨论 
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| = 1只有单根,故格式(12)绝对稳定 注意,这种情况事实上蕴含了定理 1 综上所述, 便得

定理 2 � 对任意非负实数 � 0, � 0, 三层隐格式( 12)绝对稳定  特别地, 两层格式( # ) (即(式

14) )及三层格式( ∃) (即(式 15) )与格式( %) (即(式 16) )都是绝对稳定的 

4 � 数值例子

考虑 Schr�odinger 方程周期初值问题

�u
�t = i

�2
u

�x 2 , � � u( x , 0) = exp( i
)
4
) sinx , � � u( x + 2), t ) = u( x , t ) , (19)

其精确解为

u( x , t ) = exp( i(
)
4
- t) ) sinx . (20)
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取  t=
2)
64

=
)

32
,  t = r  x 2

, r=
1
2
, 1.按格式格( #) ~ ( %) (即式( 14)~ (16) )及 C�N 格式(2)进行计算

到 n = 500. 列出其数值误差比较表如表 1所示 表中的三层格式( ∃)及( %) , 第 1层的网格函数值均

按精确值计算 结果表明本文格式比 C�N格式精度高 10- 1~ 10- 3
, 我们所的理论分析是正确的 
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A Family of Absolutely Stable Difference Schemes of

High Accuracy for Solving Schr�odinger Equation
Zeng Wenping

( Dept. of Math. , Huaqiao Univ. , 362021, Quanzhou, China)

Abstract � For solving Schr�odinger equation
� u
� t

= i
�2u

� x 2 , it is feasible to construct a family of three�layer, high accurate and implicit

difference schemes containing two parameters. A three�layer difference scheme is obtained in case �=
1
2

and �= 0; and this difference

scheme is proved to be absolutely stable for arbitrarily chosen non�negative parameter , with its truncation error in the order of O( t2 +

 x 4 ) . The difference scheme constructing here is proved by numerical example to be effective, and its theoretical analysis tallies with

practical computation.

Keywords� Schr�odinger equation, difference scheme, high accuracy, absolutely stable
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