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向前向后法证明一阶逻辑的几个定理

潘 � 孝 � 铭
(华侨大学信息科学与工程学院, 福建泉州 362011)

摘要 � 向前向后方法是模型论及其应用研究中的一个很重要的工具.一阶逻辑的内插定理和保持定理确定

了符合某些条件的公式的存在性,经典模型论中对这些的证明较为繁难.文中使用向前向后方法, 对有限语言

下一阶逻辑的内插定理和保持定理等几个定理, 给出一种简洁的证明.
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一阶逻辑的内插定理和保持定理确定了符合某些条件的公式的存在性,经典模型论中用常量方法、

图象方法和初等链方法等来证明. 本文使用向前向后方法, 给出了这几个定理的简洁证明.

1 � 预备知识

本文以模型论知识为基础,有关无穷逻辑和 Ehrenfeucht�Fra iss�博奕的知识参见文!1~ 4∀. 我们限

定本文范围为有限语言, 它包括了关系和常量符号.下面给出几个有关的概念和定理.

定义 1 � 对模型A= ( A , #) , A 上的有限序列a= ( a1, #, ai )和 n ∃ N.当 a % �( �为空序列)时,

A 中的a 的n�特征是符合如下归纳定义的一阶公式�n
A, a ,其中 x 1, #, x i自由, x i+ 1, #, x i+ n约束. (1)

�0A, a是所有自由变元在 ( x 1, #, x i ) 中, 并且被 a 满足的原子公式或其否定的合取. (2) �n+ 1
A , a 是 &

a ∃ A

 x i+ 1�
n
A, ( a

1
, #, a

i
, a ) & !x i+ 1 ∋

a ∃ A
�n
A, ( a

1
, #, a

i
, a ) .当 a= �时,约定 �0A, �为在A中成立的无自由变元原子公式

或其否定的合取, �
n
A= �

n
A , � .显而易见,对任意模型A, A 中任意长度为 i 的序列a 和n ,只有有限多的形

如 �nA, a的公式.

定义 2 � 对模型A和B论域 A 和B 上的有限单射关系 ( ,如果对原子公式 �,当 aj ( bj ( j= 1, #,

i )有A| = �( a1, #, a i ) ∀B| = �( b1, #, bi ) . 那么,称有限关系 ( #A ) B 是A和B的一个局部同构.

引理 1 � (1) A| = �
n
A . (2) 如果B| = �

n
A, 定义 R i #A

i ) B
i
(0 ∗ i ∗ n)为 R i ( a, b) + B| = �

n- i
A , a b. ( a)

R 0为真. ( b) 对 0 ∗ i ∗ n ,如果 R i ( a1, #, ai , b1, #, bi ) , 则{ ( a j , bj ) | 1 ∗ j ∗ i }是模型A和B的局部同

构. ( c) 对 0 ∗ i ∗ n ,如果 R i ( a1, #, ai , b1, #, bi ) , 则有(向前) ! a ∃ A  b ∃ BR i+ 1( a1, #, a i , a, b 1,

#, bi , b) , 并且(向后) !b ∃ B  a ∃ AR i+ 1( a1, #, a i , a, b1, #, bi , b) .

证明 � (1)先证明一个更强的命题,对 n ∃ N,有A| = �n
A, aa.用归纳法证明该命题.基础步骤, 令 a=

( a1, #, ai ) . 因为 �0A, a= &{ �[ x 1, #, x i ] |A| = �[ a1, #, a i ] } ,所以A| = �0A, aa. 归纳步骤, 假设对 n>

0,有 A| = �
n
A, aa. 因为 �

n+ 1
A, a = &

a ∃ A
 x i+ 1 �

n
A, ( a

1
, #, a

i
, a ) & ! x i+ 1 ∋

a ∃ A
�
n
A , ( a

1
, #, a

i
, a) . 又对 a ∃ A, 有  x i+ 1

�n
A, ( a

1
, #, a

i
, a)是 �nA, a的合取项 !x i+ 1 ∋

a ∃ A
�n
A, ( a

1
, #, a

i
, a)是 �nA, a的析取项. 所以 &

a ∃ A
 x i+ 1 �

n
A , ( a

1
, #, a

i
, a) & !x i+ 1

∋
a ∃ A

�n
A, ( a

1
, #, a

i
, a)能被 a满足,从而A| = �n+ 1

A, a [ a] .命题得证.令 a= � ,即得A| = �n
A .证毕.

(2) ( a) R 0按定义写出为 R 0 +B| = �n
A . ( b) 假设 �( x 1, #, x i )为原子公式. 当A| = �( a1, #, ai ) ,
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则 �( x 1, #, x i )为 �n- i
A, ( a

1
, #, a

i
)的合取项. 由 R i ( a1, #, a i , b1, #, bi )的定义, 则( b 1, #, bi )满足 �( x 1,

#, x i ) ,即B| = �( a1, #, ai ) .当B| = �( b1, #, bi ) , 用反证法证明.假设A| % �( a1, #, a i ) , A| = � �

( a1, #, a i ) , 则� �( x 1, #, x i ) ∃ �n- i
A, ( a

1
, #, a

i
) .从而( b1, #, bi )满足� �( x 1, #, x i ) , 即B| = � �( b1, #,

bi ) ,与前提矛盾. 因此必有A| = �( a1, #, a i ) .这就得出 A| = �( a1, #, ai ) ∀B| = �( b 1, #, bi ) .从而

由定义, { ( aj , bj ) | 1 ∗ j ∗ i }是模型A和B的局部同构.证毕.

(3) �
n- i
A, ( a

1
, #, a

i
)= &

a ∃ A
 x i+ 1�

n- i- 1
A, ( a

1
, #, a

i
, a) & !x i+ 1 ∋

a ∃ A
�
n- i- 1
A, ( a

1
, #, a

i
, a) . 由 R i ( a, b) + B| = �

n- i
A , a b,则 b=

( b1, #, bi )满足 &
a ∃ A

 x i+ 1�
n- i- 1
A, ( a

1
, #, a

i
, a)和!x i+ 1 ∋

a ∃ A
�n- i- 1
A, ( a

1
, #, a

i
, a) .对 a ∃ A , ( b1, #, bi )满足合取支  x i+ 1

�n- i- 1
A, ( a

1
, #, a

i
, a ) ,即B| =  x i+ 1�

n- i- 1
A , ( a

1
, #, a

i
, a)( b1, #, bi , b ) ,则存在 b ∃ B, B| = �n- i- 1

A, ( a
1
, #, a

i
, a )( b1, #, bi , b ) .即

得(向前) ! a ∃ A  b ∃ BR i+ 1( a1, #, ai , a, b1, #, bi , b ) . 由( b1, #, bi )满足 !x i+ 1 ∋
a ∃ A

�n- i- 1
A, ( a

1
, #, a

i
, a) ,则

对 b ∃ B , ( b 1, #, bi , b )满足 ∋
a ∃ A

�n- i- 1
A, ( a

1
, #, a

i
, a ) . 从而( b1, #, bi , b )至少满足一个析取支, 即存在 a ∃ A ,

( b1, #, bi , b)满足 �
n- i- 1
A , ( a

1
, #, a

i
, a ) .即得(向后) !b ∃ B  a ∃ A R i+ 1( a1, #, ai , a, b1, #, bi , b) . 证毕.

定义 3 � 如果对模型A和B的局部同构的非空集 I , 任何 h ∃ I ,有 ! a ∃ A  b ∃ B ( h , { ( a, b) }

∃ I )并且 !b ∃ B  a ∃ A ( h , { ( a, b) } ∃ I ) . 则称模型 A和B的局部同构的非空集见证模型部分同

构.

引理 2 � 如果无穷关系序列 R 0, R 1, R 2, #使得 R i # A
i ) B

i
,并且对于任何 i , 引理 1(2)的( a) ~

( c)条件成立. 那么, , i { { ( a1, b1) , #, ( a1, b 1) } | R i ( a1, #, ai , b 1, #, bi ) }见证模型A和 B的部分同

构.

证明 � 令 I = , i { { ( a1, b 1) , #, ( a1, b 1) } | R i ( a1, #, ai , b1, #, bi ) } ,任取 h ∃ I ,不妨设 h = { ( a
−
1,

b
−
1) , #, ( a

−
j , b

−
j ) } ,则必有 R j ( a

−
1, #, a

−
j , b

−
1, #, b

−
j ) }成立.由引理 1(2)的( c)成立, 则有(向前) !a ∃ A

 b ∃ BR j + 1( a
−
1, #, a

−
j , a , b

−
1, #, b

−
j , b) ; (向后) ! b ∃ B  a ∃ AR j + 1( a

−
1, #, a

−
j , a, b

−
1, #, b

−
j , b ) .从而,

{ ( a
−
1, b

−
1) , #, ( a

−
j , b

−
j ) , ( a, b ) }= h , { ( a, b ) } ∃ I .因此, I = , i { { ( a1, b1 ) , #, ( a1, bi ) } | R i ( a1, #,

a i , b 1, #, bi ) }见证模型A和B的部分同构.证毕.

定理 1 � 如果 I 见证两个可数模型的部分同构.则存在 h # , I 是一个同构.

证明 � 假设 I 见证两个可数模型A和B的部分同构,由 Ehrenfeucht�Fra Iss�博奕, p 是A和B的

局部同构. 那么,在有甲和乙两个选手参加的对于模型A和B的博弈中,乙有必胜策略
!2∀

. 不妨设 A =

( a0, a1, a2, #) , B= ( b0, b 1, b2, #) , A .B= � . 让选手甲枚举 A 和 B 中的元素, 让选手乙总使用对

应于 I 中的局部同构的必胜策略,则得到A和B的一个同构 h .它使得 h ( a
−
i ) = b

−
i , a

−
i 遍历A ,即 dom

( h)= A 且 range( h) = B, 因此 h # , I 是A和B的一个同构. 证毕.

定义 4 � 假设Ai= ( A i , #)是一个 L i�模型( i= 1, 2) , 并且 L 是L 1 和 L 2(都有两个新的一元关系

符号 U1, U2)的并集.模型对A= ( A1, A2)是 L�模型,域为 A 1 , A 2, U
A
i = A i ( i = 1, 2) , 符号 L i 仍保持

原义.

2 � 一阶逻辑几个定理的证明

定理 2 � (一致性定理) 假设 T i 是语言L i ( i = 1, 2)的句子集,使得 T 1 , T 2 没有模型, 则存在一个

T 1. T 2 的句子使得 T 1| = �和T 2| = � �.

证明 � 假设没有这样的句子 �存在,令 L = L 1 .L 2. 那么,有一个命题: 对 n ∃ N,存在A| = T 1 和

B| = T 2,使得B| = �n
A| L(A| L 表示L 1�模型的L�规约) . 命题的证明.假设对整数 n 命题不成立, 考虑语

言 L 句子的有限集  { �nA| L |A| = T 1} ,只需证明( 1) T 1 | = ∋  和(2) T 2| = � ∋  . 如果A| = T 1, 则

�
n
A| L ∃  . 由引理 1(1) ,得到A| = � ∋  . 从而 T 1| = ∋  .如果B| = ∋  ,则对某个A| = T 1,得到B| =

�n
A| L ∃  . 由假设,对整数 n 命题不成立,得到B| % T 2.故 T 2| = � ∋  . 命题得证.

考虑A| = T 1和B| = T 2时构成的模型, 对(A, B) , ( A, B)扩充无限多关系 R 1, R 2, #形成的理论

(A, B( , R1, R2, #) ,使得对任何 i ,A| L ,B| L , R 1, R 2, #满足引理 1( 2)的条件( a) ~ ( c) .由上面的命题
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和引理 1(2) ,显然这个理论是有限可满足的.这样,紧致性定理和下降的 L�S�T 定理保证了该理论的可
数实现(A, B, R1, R2, #) .由引理 2,A| L ,B| L 是部分同构的.由定理 1得到A| L ∃B| L ,A| L ,B| L 的

一致,则( A, B, R 1, R 2, #)即为 T 1 , T 2 的要求的模型.证毕.

定理 3 � (内插定理) L i语言句子 �i ( i= 1, 2) , �1| = �2,则有 L 1 . L 2句子 �,使得 �1| = �和 �|

= �2.

证明 � 用反证法.假设不存在这样的句子,令 L = L 1 .L 2, 如定理 2的证明一样.对每个 n ∃ N ,存

在A| = �1,A| = � �2, 使得B| = �nA| L .由紧致性定理和下降的 L�S�T 定理,引理 2 和定理 1,得到 �1 ,

� �2的一个模型 C ,即 C| = �1, C| = � �2.与前提矛盾.证毕.

定理 4 � (可定义定理)假设 L
+ = L { R } ,并且 T 是L

+ 理论,使得对任意两个模型A和B.如果A|

L = B| L ,则 R
A
= R

B
.那么存在一个公式 �= �( x ) , 有 T | = !x ( R ( x ) %�) .

证明 � 假设对A没有这样的公式 �存在.那么,对任意 n ,存在A| = T 和 a ∃ A 用R
A
( a)解释,存

在B| = T 和 b ∃ B 用R
B
( b)解释.它使得B| = �

n
A| L , a [ b] (若对 n 不成立, ∋ { �

n
A| L , a |A| = T &R

A
( a) }为

R 的定义) .由引理 1, 2和定理 1,对得到的可数模型A和B,及A| L ,B| L 间的同构h ,存在 a ∃ A ,使得

R
A
( a) , 但� R

A
( h( b) ) .与假设矛盾. 证毕.

定理 5 � (保持性定理)每个在扩充下保持的句子,都有一个与之等价的存在句子.

证明 � 修改 �n
A ,令 �n + 1

A, a是 &
a ∃ A

 x i+ 1�
n
A , ( a

1
, #, a

i
, a) ,这就得到一个存在公式.证毕.

定理 6 � (保持性定理)每个在同态下保持的句子,都有一个与之等价的正句子.

证明 � 用反证法.令 �
0
A, a是被a 满足的所有正文字的合取,这样得到的句子是正的.假设 ! 没有等

价的正句子,则对每个 n ∃ N,存在A| = !, B| = � ! ,使得B| = �
n
A. 如果对任意 n 为假,则∋ { �

n
A| B| =

!}是 ! 的一阶等价句子. B| = �
n
A条件, 保证满足向前向后性质的局部同构的有限关系序列 R 0, #, Rn

的存在.由 L�S�T 定理和紧致性定理,得到一个可数复合模型(A, B, R 0, R 1, R 2, #) ,A| = !, B| = � ! ,

使得, i { { a1, b 1) , #, ( ai , bi ) } | R i ( a1, #, ai , b1, #, bi ) }现在是部分同构. 由定理 1, 从而B是 A的同

态象.但 ! 不在同态下保持.与前提矛盾. 证毕.

3 � 结束语

由以上一阶逻辑几个定理的证明, 说明用向前向后方法比经典模型论方法更简洁. 将向前向后方

法,应用于考察各类逻辑公式的保持性和内插性质等的研究.这是今后很有意义的研究方向.
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Proving Several Theorems in First Order Logic

Based on Back�and�Forth Method
Pan Xiaoming

( College of Info. Sci. & Eng. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzhou, China)

Abstract � Back�and�fort h method is an important tool for studying model theory and its application. Interpolation theor em and

preservation theorem in first order logic have determined the ex istence of first order fo rmula in acco rdance w ith certain condi�

tions, their proofs in classical model theory are fair ly long and hard to tackle. By using back�and�fort h method, t he author gives

interpo lation theorem and preser vat ion theorems a kind of succinct proofs in finite language.

Keywords � model theor y , first order lo gic, back�and�forth met hod, interpolation theorem, preser vation t heorem
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