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正定厄米特矩阵的几个不等式
宋　海　洲

(华侨大学数学系 , 福建 泉州 362011)

摘要　推广张远达在线性代数原理中给出的一个不等式 ,并得到两个不等式 1一个是关于一组 n阶正定厄

来特矩阵的不等式 ,另一个是关于一组两两可变换的 n阶正定厄米特矩阵的不等式 1
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1　主要结果

文〔1〕叙述了正定厄米特矩阵的一个重要性质.

定理 1　设 A1 , A2 , ⋯, Ak是 k个 n阶正定厄米特矩阵 ,则有
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同时 ,等号仅在 Ai都是某个矩阵 B 的倍式时成立.这里 , | Ai |是 Ai 的行列式.文〔2〕对这一性质进行推

广 ,得到定理 2.

定理 2　设 A1 , A2 , ⋯, Ak是 k个 n阶正定厄米特矩阵 ,则 Π t ≥1
n

,有

| A1 + A2 + ⋯+ Ak | t ≥| A1 | t +| A2 | t + ⋯+| Ak | t . (2)

令 t =
1
n

,式 (2)即为式 (1) ,故式 (2)为式 (1)的推广.我们将不等式 (1)再进行推广 ,得到如下两个定理.

定理 3　设 A1 , A2 , ⋯, Ak是 k个 n阶正定厄米特矩阵 , m≥1 ,则有
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令 m = 1 ,式 (3)即为式 (1) ,故式 (3)为式 (1)的推广.

定理 4　设 A1 , A2 , ⋯, Ak是 k个 n阶正定厄米特矩阵 ,且两两可交换.当 s≥t ,则有
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2　一些引理

引理 1〔1〕　设 A为 n阶正定厄米特矩阵 ,则 A的所有特征值为正实数.

引理 2〔1〕　设 A为 n阶正定厄米特矩阵 ,则一定存在酉阵 U ,使得 U - 1 AU = diag[λ1 , ⋯,λn ] ,其中

λ1 , ⋯,λn为 A的 n个特征值.

引理 3〔1〕　设 A为 n阶方阵 ,且存在酉阵 U ,使得 U - 1 AU = diag[λ1 ,2 , ⋯,λn ] ,λi > 0 ( i = 1 , ⋯, n) ,

则 A为正定厄米特矩阵.

引理 4　设 A为 n阶正定厄米特矩阵 , m为任意正实数 ,则 Am也是 n阶正定厄米特矩阵.

证明　由于 A为 n阶正定厄米特矩阵 ,故存在酉阵 U使 U - 1 AU = diag[λ1 , ⋯,λn ] ,λ1 , ⋯,λn为 A
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的 n个特征值.再由引理 1知 ,λ1 , ⋯,λn是正实数 ,可得 A = U·diag[λ1 , ⋯,λn ] U - 1 ,从而 Am = U·diag

[λm
1 , ⋯,λm

n ] U - 1 .由λ1 , ⋯,λn为正实数知λ
m
1 , ⋯,λm

n 是正实数.再由引理 3 知 Am 也是正定厄米特矩

阵.

引理 5〔3〕　f ( s) =
as

1 + ⋯+ as
k

k

1
s
是单调非减的函数.

引理 6〔4〕　设Γ是一组两两可交换的规范方阵. 那么 ,存在酉方阵 U ,使得 ΠA∈Γ,有 U - 1 AU 为

对角阵.

3　定理的证明

定理 3的证明 1由于 A1 , ⋯, Ak 是正定厄米特矩阵 ,故 Am
1 + ⋯+ Am

k 是正定厄米特矩阵.从而
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　　定理 4的证明.由于 A1 , ⋯, Ak是正定厄米特矩阵.故 A1 , ⋯, Ak为规范方阵.又 A1 , ⋯, Ak 两两可

交换 ,则必定存在酉阵 U ,使得 U - 1 AiU = ∧i = diag[λ1 ( Ai) ,λ2 ( Ai) , ⋯,λn ( Ai) ] ( i = 1 ,2 , ⋯, k) .从而
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故定理 4成立.

推论　设 A1 , ⋯, Ak为 k个 n阶正定厄米特矩阵 ,且两两可交换. 那么 , | ( A1 + ⋯+ Ak) ( A - 1
1 + ⋯

+ A - 1
k ) | ≥k2 n .

证明　令 s = 1 , t = - 1 ,由定理 4即得.
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Some Inequalities on Positive Definite Hermintian Matrix

Song Haizhou
(Dept . of Math. , Huaqiao Univ. , 362011 , Quanzhou , China)

Abstract 　An inequality given by Zhang Yuanda in the principle of linear algebra is extended and two inequalities are obtained. One

inequality is about some positive definite Hermintian matrices of order n ; while another inequality is about some exchangeable positive

definite Hermintian matrices of order n.
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