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时延细胞神经网络的指数稳定性和周期解
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摘要 � 研究时延细胞神经网络周期解的存在性和全局指数稳定性问题. 巧妙地引入可调实参数 d i> 0(1, 2,

�, n) , 通过构造Lyapunov泛函并结合有效的分析技巧, 给出新的充分准则. 所得的结果, 推广和改进已有报

道的相关结果 . 这些准则可用于设计全局指数稳定的和周期振荡的具时滞的神经网络, 扩大神经网络设计

的范围.
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1 � 问题的提出

对神经网络模型的理论和应用研究, 近年来已成为国际研究的新热点. 众所周知, 神经网络模型

的定性对具体综合过程具有启发和指导作用, 其严格分析显得十分重要. 神经网络的两个主要应用是

联想记忆和最优化计算, 这就需要我们视其不同的应用作不同类型的稳定性分析. 近年来, 许多学者

已深入研究神经网络和细胞神经网络的动力学行为,并得到许多重要结果 1~ 10!. 例如,文 5!研究具常

数时滞的神经网络模型为

x∀i ( t ) = - d ix i ( t ) + �
n

j= 1
w ijf j ( xj ( t - �ij ) ) + pi , � � t # 0, � i = 1, 2, �, n .

本文考虑时延细胞神经网络模型的全局指数稳定性和周期解. 它由泛函微分方程组描述为

x∀i ( t ) = - cix i ( t ) + �
n

j= 1
aijf j ( xj ( t ) ) +

�
n

j= 1
bijf j (  jxj ( t - �ij ) ) + Ii ( t ) , � � ci > 0, � i = 1, 2, �, n. (1)

在式(1)中, n是神经网络中神经元的个数, x i ( t )表示第 i个神经元在 t时刻的状态变量, f j 表示非线性

激活函数, aij , bij ,  j , ci 是常数. aij表示第j 个神经元 t时刻的输出对第 i 个神经元的影响程度, bij表示

第 j 个神经元 t- �ij时刻的输出对第 i 个神经元的影响程度. Ii ( t )是对第 i 个神经元在 t 时刻的偏置, �ij

表示传递时滞并且是非负常数,  j 表示放大器放大率, ci 表示在与神经网络不连通且无外部附加电压

差的情况下,第 i 个神经元恢复孤立静息状态的速率. 本文巧妙地引入可调实参数 d i> 0(1, 2, �, n) ,

通过构造 Lyapunov泛函并结合一些分析技巧, 进一步研究时延细胞神经网络的全局指数稳定性和周期

解, 给出一些新的充分条件. 在这些条件中含有可调整的参数, 这对全局指数稳定的和周期振荡的具

时滞的神经网络的设计, 以及其应用具有重要的指导意义. 另外, 所得结果推广了文 5, 6, 8!的相关结

果, 并且这些条件能判断一些文 9!无法判断的问题. 我们假定激活函数满足两个关系. (H1) f i ( i = 1,

2, �, n)在 R上有界. (H2) f i (0)= 0, 且存在常数 !i> 0, 使得| f i ( u) - f i ( v ) | ∃ !i | u - v | , �u, v % R,

i= 1, 2, �, n.
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2 � 平衡点的唯一性和全局指数稳定性

考虑当 Ii ( t ) = I i时模型(1)的特殊情形, 即

x∀i ( t ) = - c ixi ( t ) + �
n

j= 1
aijf j ( xj ( t ) ) +

�
n

j = 1
bijf j (  jxj ( t - �ij ) ) + Ii , � � ci > 0, i = 1, 2, �, n. (2)

这里 0 ∃ �ij ∃ �, �, Ii 是常数, i= 1, 2, �, n.模型(2)的初始条件是

x i ( s ) = ∀i ( s) , � � s % [- �, 0] , (3)

其中 ∀i [ - �, 0] &R( i= 1, 2, �, n )是连续的, 且假设模型(2)存在平衡点.

记 C= C( [ - �, 0] , Rn
) , 它是从[ - �, 0]映到 R

n 的连续有界函数所构成的线性空间. 对 �∀% C,

我们定义 ∋∀∋= sup
- �∃ #∃ 0

| ∀( #) | .其中| ∀( #) | = �
n

i= 1
| ∀i ( #) |

2
, 则 C 在这个范数下是一个巴拿赫空间. 方

程(2)的具有有界连续初始函数 ∀% C 的解, 将表示为 x ( t , 0, ∀)或 x ( t , ∀)或 x ( t ) (如果不会出现相

混淆的话) .

定理 1 � 假设激活函数 f i ( i = 1, 2, �, n)满足条件(H1) , ( H2) , 并且假设系统参数满足条件(H3) .

即存在实数di > 0, i= 1, 2, �, n, 使得 max
1 ∃ i ∃ n

{- 2c i+ �
n

j= 1
[ d

- 1
i !jdj ( | a ij | + |  j | ( | bij | )+ d

- 1
j !id i ( | aji | +

|  i | (| bji | ) ] }< 0成立. 那么,则模型(2)的平衡点是唯一的, 并且是全局指数稳定的.

证明 � 假设模型(2)存在平衡点 x
* = ( x

*
1 , x

*
2 , �, x

*
n )

T
.下面证明平衡点 x

* 是全局指数稳定的,

至于它的唯一性可由全局指数稳定性导出来. 在方程(2)中, 令 xi ( t ) = diyi ( t ) ( i= 1, 2, �, n) , 则有

y∀i ( t ) = - ciy i ( t ) + d
- 1
i �

n

j= 1
aijf j ( d jyj ( t ) ) +

d
- 1
i �

n

j = 1
bijf j ( d j jyj ( t - �ij ) ) + d

- 1
i Ii , � � i = 1, 2, �, n. (4)

设 x
*
i = d iy

*
i ( i= 1, 2, �, n) , 由式(4)可知,偏差 zi ( t ) = y i ( t )- y

*
i ( i= 1, 2, �, n)满足

x i ( t ) - x
*
i = d iz i ( t ) ,

z∀i ( t ) = - ciz i ( t ) + d
- 1
i �

n

j= 1
aij [ f j ( d j ( z j ( t ) + y

*
i ) ) - f i ( d iy

*
i ) ] +

d
- 1
i �

n

j= 1
bij [ f j ( dj j ( z j ( t - �ij ) + y

*
i ) ) - f i ( d i iy

*
i ) ] , � � i = 1, 2, �, n . (5)

设 x ( t )  x( t , ∀)= ( x 1( t , ∀) , x 2( t , ∀) , �, xn ( t , ∀) )
T  ( x 1( t ) , x 2( t ) , �, xn ( t ) )

T是方程(2)的任一

解, 满足初始条件(3) , 则 x( t )显然满足式(5) . 由条件(H3)知必能选取充分小的 ∃> 0, 使得

- 2ci + �
n

j= 1
[ d

- 1
i !jdj ( | aij | + |  j | (| bij | ) + d

- 1
j !id i ( | aji | + |  i |(| bji | e∃�) ] + ∃< 0.

取Lyapunov 泛函 V( t )= �
n

i= 1
[
1
2

z
2
i ( t ) e∃�+

1
2

d
- 1
i �

n

j = 1)
t

t- �
ij

!jdj |  j | (| bij | z
2
j ( s) e∃( s+ �

ij
) ds ] .计算 V( t )沿着方

程(5)的右上导数, 并利用基本不等式 ab ∃ 1
2

( a
2
+ b

2
) , 以及假设条件可(H2)得

D
+

V( t ) ∃ �
n

i = 1
{ [- ciz

2
i ( t ) + d

- 1
i | z i ( t ) | �

n

j = 1
!jd j | a ij |(| z j ( t ) | +

d
- 1
i | z i ( t ) | �

n

j = 1
!jd j |  j | (| bij |(| z j ( t - �ij ) | ] e∃t +

1
2
∃z 2i ( t ) e∃t +

1
2

d
- 1
i �

n

j= 1
!jdj |  j | (

| bij | z
2
j ( t ) e

∃( t+ �
ij
)
-

1
2

d
- 1
i �

n

j= 1
!jdj |  j |(| bij | z

2
j ( t - �ij ) e

∃t
} ∃

�
n

i= 1

1
2 [- 2ci + �

n

j= 1
( d

- 1
i !jdj | aij | |  j | (| bij | ) +

d
- 1
i !id i ( | aij | |  j | (| bij | e

∃t
) ) + ∃] z

2
i ( t ) e

∃t ∃ 0.

因此,当 t #0时, V ( t ) ∃ V(0) . 又由于

V( 0) = �
n

i= 1
[
1
2

z
2
i (0) +

1
2

d
- 1
i �

n

j= 1)
0

t- �
ij

!jdj |  j |(| bij | z
2
j ( s) e∃( s+ �

ij
) ds ] ∃
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{
1
2

+
1
2
�e∃t max

1 ∃ i ∃ n
[ !id i |  i | �

n

j= 1
( d

- 1
j | bij | ) ] } ( % ,

其中 %= sup
- �∃ #∃ 0

z
2
i ( #) . 另外, 由 Lyapunov泛函的取法可知 V( t ) # 1

2 e
∃t
�
n

i= 1
z
2
i ( t ) , t #0.所以, �

n

i= 1
z
2
i ( t ) ∃

K 1e
- ∃t% , t #0.其中 K 1= 1+ �e∃�max

1 ∃ i ∃ n
[ !jdj |  j | �

n

j= 1
( d

- 1
j | bij | ) ] . 因为| xi ( t )- x

*
i | = d i | zi ( t ) | , | ∀i ( #)

- x
*
i | = d i | z i ( #) | , #% [ - �, 0] , i= 1, 2, �, n, 所以有

�
n

i = 1
( xi ( t ) - x

*
i )

2
= �

n

i= 1
( d izi ( t ) )

2
= max

1 ∃ i ∃ n
d
2
i ( �

n

i= 1
z
2
i ( t ) ∃ max

1 ∃ i ∃ n
( d

2
i ( K 1e

- ∃t %) ∃ K e- ∃t ∋ ∀- x
* ∋ .

这里, K= max
1∃ i ∃ n

d
2
i(max

1 ∃ i ∃ n

1

d
2
i
(K 1, 它表明方程(2)的平衡点是全局指数稳定的. 证毕.

注1 � 只要取 ci= bi , aij= 0, bij= w ij ,  i = di= 1, Ii= p i , !i=  i , i , j= 1, 2, �, n,即可得文 5!中
推论 2的结果.

注2 � 只要取 ci= bi , aij= 0, bij= w ij ,  i= d i= 1, Ii= p i , �ij= �j , !i=  i , i , j = 1, 2, �, n , 即可

得文 6!中定理 1( ∗)的结果.

注 3 � 只要取 ci= bi , x i ( t )= u i ( t ) , a ij= 0, bij= aij , f i ( t )= g i ( t ) ,  i= &i , �ij= �j , Ii= p i , d i= 1,

i , j= 1, 2, �, n, 即可得文 8!中定理 2的结果.

3 � 周期解的存在唯一性和全局指数稳定性

我们讨论模型的周期解, 即

x∀i ( t ) = - cix i ( t ) + �
n

j = 1
aijf j ( xj ( t ) ) +

�
n

j= 1
bijf j (  jxj ( t - �ij ) ) + I i ( t ) , � � ci > 0, i = 1, 2, �, n . (6)

这里 I i+R+ &R( i= 1, 2, �, n)是周期为 ∋的连续周期函数, 即 Ii ( t+ ∋) = I i ( t ) ,其它符号的含义与式

(2)中相同.假设 x( t )在[ - �, + , ]上是连续的, 我们定义 xt= x t ( #)= x( t+ #) , #% [ - �, 0] ,对所有

的 t #0,则 xt % C.考虑时滞微分系统,即

x∀i ( t ) = aixi ( t ) + F i ( t , xt ) , � � i = 1, 2, �, n. (7)

这里 ai ( i= 1, 2, �, n)是常数, F i+R− C &R是连续的, 并且对�( t , ∀) % R − C, F i ( t+ ∋, ∀)= F i ( t

+ ∀) , ∋> 0是一个常数, i= 1, 2, �, n.

引理 1 10! � 假设 ai< 0, F i ( i= 1, 2, �, n)是连续有界的, 则模型(7)至少有一个 ∋�周期解.

证明 � 由文 10!中引理 1立即可得.

定理 2 � 设激活函数 f i ( i= 1, 2, �, n)满足条件(H1) , ( H2) ,且假设系统参数满足条件( H3) .那么,

模型(6)存在唯一的 ∋�周期解. 当 t & + , 时, 模型(6)的所有其它解均指数地收敛于这个周期解.

证明 � 首先由文 11!推论D的结果, 可以得到对所有的 t #0, 模型(6)和式(3)的解的存在性. 在方

程(6)中, 取

F i ( t + ∀) = �
n

j= 1
aijf j ( ∀j (0) ) + �

n

j= 1
bijf j (  j ∀j (- �ij ) ) + Ii ( t ) , � � ai = - ci , � i = 1, 2, �, n.

对� ∀% C,由引理 1可得方程(6)至少有 ∋�周期解 x
*

( t )= ( x
*
1 ( t ) , x

*
2 ( t ) , �, x

*
n ( t ) )

T
. 其次, 我们

证明当 t &+ , 时, 方程(6)的所有其它解均指数地收敛于 x
*

( t ) . 在方程(6)中, 可令 xi ( t )  x i ( t ,

∀)= d iy i ( t , ∀)  d iyi ( t ) ( i= 1, 2, �, n) ,则有

y∀i ( t ) = - ciy i ( t ) + d
- 1
i �

n

j= 1
aijf j ( d iyj ( t ) ) +

d
- 1
i �

n

j = 1
bijf j ( d i jyj ( t - �ij ) ) + d

- 1
i I i ( t ) , � � i = 1, 2, �, n. (8)

设 xi ( t )  x i ( t , ∀*
)= d iy i ( t , ∀*

)  diy
*
i ( t ) ( i= 1, 2, �, n) , 由方程(8)知偏差 z i ( t ) = yi ( t )- y

*
i ( t )

( i= 1, 2, �, n)满足

x i ( t ) - x
*
i ( t ) = dizi ( t ) ,
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z
∀
i ( t ) = - cizi ( t ) + d

- 1
i �

n

j = 1
a ij [ f j ( dj ( z j ( t ) + y

*
i ( t ) ) ) - f j ( djy

*
j ( t ) ) ] +

d
- 1
i �

n

j= 1
bij [ f j ( dj j ( z j ( t - �ij ) + y

*
i ( t - �ij ) ) ) -

f j ( dj jy
*
j ( t - �ij ) ) ] , � � i = 1, 2, �, n. (9)

由条件(H3)可知,必能选取充分小的 ∃> 0, 使得

- 2ci + �
n

j= 1
[ d

- 1
i !jdj ( | aij | + |  j | (| bij | ) + d

- 1
j !id i ( | aji | + |  i |(| bji | e∃�) ] + ∃< 0.

考虑 Lyapunov泛函

V( t ) = �
n

i= 1
[
1
2

z
2
i ( t ) e∃t +

1
2

d
- 1
i �

n

j= 1)
t

t- �
ij

!jd j |  j | (| bij | z
2
j ( s ) e∃( s+ �

ij
) ds ] .

类似于定理1的证明,可得

∋x ( t , ∀) - x ( t , ∀*
) ∋ ∃ K e- ∃t ∋ ∀- ∀* ∋, � � t # 0.

这里 K 的定义与定理 1中的相同. 因此,模型(6)存在唯一的 ∋�周期解, 并且当 t &+ , 时, 方程(6)的

所有其它解均指数地收敛于这个周期解.

注4 � 由定理 2的证明知, 定理 1对平衡点存在性的假设是合理的.
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Exponential Stability and Periodic Solution for

Cellular Neural Networks with Time Delay

Xie Huiqin � � Wang Quanyi
( Dept. of Math. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzhou, China)

Abstract � A study is made on the existence of periodic solution and globally exponential stability of cellular neural network with time

delay. Some new sufficient criteria are given by ingeniously leading adjustable real parameters di> 0( i = 1, 2, �, n) , and by con�

structing lyapunov functional in combination with some skills of analysis. With the authors. results, the related results in the reported lit�

eratures can be entended and improved. These criteria can be applied to the design of globally exponential stable and periodically oscilla�

tory neural network with time delay. They broaden the design of neural network.

Keywords � cellular neural networks, Lyapunov function, periodic solution, globally exponential stability
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