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一类拟圆盘的一些几何特征

陈　行　堤

(华侨大学应用数学系, 福建 泉州 362011)

摘要　研究一类拟圆盘的几何特征. 相应于 Chuaqui 和 Osgood 的结果, 文中对一类拟圆盘

Po incar�尺度的对数梯度进行上、下界估计, 进一步完善其结果.
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1　 问题的提出

Osgood〔1〕证明了如果 � � C是一单连通区域,记 �� ( z )为 � 上的 Poincar�尺度, d ( z , �� )
为 z 到 �� 的欧氏距离. 则对所有的 z∈� ,有

�  log�� ( z ) � ≤ 4�� ( z ) ( 1)

和

� log�� ( z ) � ≤ 4
3d ( z , �� )

( 2)

成立,其中

� log�� ( z ) � = 2� ( log�� ) z�

为 �� ( z )关于 z 的对数梯度
〔1〕
.这两个不等式的系数是可达的.

Huang 和 Owa
〔2〕
把式( 1) , ( 2)联合考虑, 作出一致性的精确估计. 即对任意的单连通区域

� � C,有

� log�� ( z ) � ≤ 4
d( z , �� ) ( 4 d( z , �� )�� ( z ) -

3d( z , �� )�� ( z ) - 1) ,　　z ∈ � ( 3)

成立.如果 C不是单连通区域,而是一般的区域, Osgood〔1〕证明了对任何 z∈� ,有

� log�� ( z ) � ≤ 2
d ( z , �G) .

系数 2是不是最佳的, 我们并不知道. 但是, Huang 和 Owa 在文〔2〕中证明了系数应不少于
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1. 425⋯

本文研究一类拟圆盘的情形, 结合 Chuaqui 和 Osgood
〔3〕
的结果, 得到该类区域上的

Po incar�尺度的对数梯度的上、下界估计.

2　 预备知识及相关定理

设 � 是复平面 C上的一个双曲型区域, f 是单位圆盘  = { z‖z �< 1}到 � 上的映照. 如

果 f ( z )在  内亚纯,定义 Schwarz导数为

S f ( z ) = (
f ″( z )
f ′( z ) )′-

1
2 (

f ″( z )
f ′( z ) )

2
.

它在  内是解析的, 当且仅当 f ( z )在  内局部单叶. Schw arz 导数在 Mo�bius变换下保持不
变.对某个 0≤t< 1,用 N

t
记所有满足

�S f ( z ) � ≤ 2t
( 1 - �z � 2

)
2 ,　　z ∈  ( 4)

的单叶解析函数所成的类. 我们知道,这类函数都可以拟共形延拓到全平面〔3〕. 因此,这类单叶

解析函数的像区域 f (  )都是拟圆盘. 另外,万有 Teichm�ller 空间 T ( 1)可以看成拟圆盘的集

合.通过 Bers嵌入定理,也可以看成是 Schw ar z导数的集合.自然,研究该族拟圆盘的几何特

征引起不少学者的关注.我们还需要以下一些定义.

定义　如果 f 是  到 � 上的一个共形映照,那么可定义区域 � 的 Poincar�尺度为

�� ( f ( z ) ) � f′( z ) � = � ( z ) =
1

1 - �z � 2 ,　　z ∈  . ( 5)

由于这个定义与共形映照的选择无关,因此对任意的w∈� ,可选择一个共形映照满足 f ( 0) =

w .所以, �� ( w ) = 1/ � f′( 0) � .
根据上式和式( 5) , 如果 g 是区域 F� C到区域 � 的共形映照, 可得

�� ( g ( z ) ) �g′( z ) � = �F ( z ) , 　　z ∈ F .

对上式两边同时取对数,有

lo g��  g + log�g′� = log�F . ( 6)

对式( 6)的两边关于 z 微分,可得

( ( lo g�� ) w  g) g′+
g″
2g′

= ( log�F ) z . ( 7)

　　记 N
t
0= { f �∈N

t, f ( 0) = 0, f′( 0) = 1, f ″( 0) = 0} , Chuaqui和 Osgood在文〔3〕中证明了

以下两个定理 .

定理A　如果 f∈N
t
0,则

� f″( z )
f′( z ) ≤

2t�z �
1 - �z � 2 . ( 8)

　　定理B　记 � = {w �w= f ( z ) , f ∈N
t
0, z∈ } , �� ( w )是 � 上的 Poincar�尺度, 则

2( 1 - t)
3/ 2�w ��� ( w ) ≤ � log�� ( w ) � . ( 9)

　　定理 B 的结论说明, � 上的对数梯度有一个下界的界限,结合式( 3)的结果, 应该会有相

应的上界界限.本文针对这个问题进行研究,进一步完善定理 B的结果.
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3　 主要结果及其证明

我们将证明如下定理.

定理　记 � = {w �w= f ( z ) , f∈N
t
0, z∈ } , �� ( w )是 � 上的 Poincar�尺度,则

2( 1 - t ) 3/ 2�w ��� ( w ) ≤ �  log�� ( w ) � ≤ 2( 1 + t ) 3/ 2�w ��� ( w ) ,　　w ∈ � . ( 10)

　　证明　设 f ∈N
t
0 ,记 � = {w �w= f ( z ) , z∈ } , �� ( w )是 � 上的 Poincar�尺度.由于

� log�� ( w ) � = 2
� ( �w�� ) ( w ) �

�� ( w )
= 2

�z- -
1
2
( 1 - �z � 2 ) f″( z )

f′( z ) �
( 1 - �z � 2 ) � f′( z ) � ,

根据定理A ,有

� lo g�� ( w ) � ≤ 2�� ( w ) ( �z-� +
1
2 ( 1 - �z � 2 ) � f″( z ) �

� f′( z ) � ) ≤

2( 1 + t) �z-��� ( w ) . ( 11)

　　记 != 1+ t, w = f ( z ) ,则当 !�w �≥1时,式( 10)的右边不等式自然成立.在当 0≤!�w �
< 1的情形下, 我们需要以下引理.

引理
〔4〕
　如果 f ∈N

t
0 ,则

A ( �z � , - t ) ≤ � f ( z ) � ≤ A ( �z � , t ) , ( 12)

其中

A ( z , t) = 1

1 - t

( 1 + z )
1- t

- ( 1 - z )
1- t

( 1 + z )
1- t

+ ( 1 - z )
1- t ,

A ( z , - t) =
1

1 + t

( 1 + z ) 1+ t - ( 1 - z ) 1+ t

( 1 + z )
1+ t

+ ( 1 - z )
1+ t .

由式( 12)的左边不等式,有

1
!

( 1 + �z � ) ! - ( 1 - �z � ) !

( 1 + �z � ) ! + ( 1 - �z � ) !
≤ �w � ,

也就有

( 1 + �z � ) ! - ( 1 - �z � ) !≤ !�w � [ ( 1 + �z � ) ! + ( 1 - �z � ) !]
成立 . 即有

( 1 + � z � ) !( 1 - !�w � ) ≤ ( 1 + !�w � ) ( 1 - �z � ) !

成立 . 当O≤!�w �< 1时,上式等价于

1 + �z �
1 - �z � ≤ (

1 + !�w �
1 - !�w � )

1
! ,

经整理可得

�z �≤ ( 1 + !�w � )
1
! - ( 1 - !�w � )

1
!

( 1 + !�w � )
1
! + ( 1 - !�w � )

1
!
　. ( 13)

因此根据式( 13) , 当 0≤!�w �< 1时,式( 11)可化为

�  log�� ( w ) � ≤ 2( 1 + t )
( 1 + !�w � ) 1/ ! - ( 1 - !�w � ) 1/ !

( 1 + !�w � ) 1/ ! + ( 1 - !�w � ) 1/ !�� ( w ) . ( 14)

我们可以证明 !�w �满足下列不等式
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( 1 + !�w � ) 1/ ! - ( 1 - !�w � ) 1/ !

( 1 + !�w � ) 1/ ! + ( 1 - !�w � ) 1/ !≤ !�w � . ( 15)

这是由于,要证明式( 15)成立,只要证明下式

( 1 + !�w � ) 1/ ! - ( 1 - !�w � ) 1/ !≤ !�w � ( ( 1 + !�w � ) 1/ ! + ( 1 - !� w � ) 1/ !) .
这即等价于证明

( 1 - !�w � ) ( 1 + !�w � ) 1/ !≤ ( 1 + !�w � ) ( 1 - !�w � ) 1/ !.

也就相当于只要证明

( 1 + !�w � ) 1/ !

( 1 - !�w � ) 1/ !≤
( 1 + !�w � )
( 1 - !�w � ) .

由函数的单调性, 可知上式成立.根据式( 15) ,当 0≤!�w � < 1时,式( 14)可进一步化为

� log�� ( w ) �≤ 2( 1 + t) !�w ��� ( w ) = 2( 1 + t )
3/ 2� w ��� ( w ) .

因此,对任意的 !�w �≥0定理的上界估计都成立. 而定理中的下界估计可由定理 B 得到.定理

证毕.

注　定理当 t很小时, 具有相当的精确性.因为,当 t= 0时, 即 S f = 0,则 f 只能是 Mo�bius
的变换,而 f 又满足标准化条件 f ( 0) , f ′( 0) = 1, f″( 0) = 0,所以 f ≡z . 因此, 有� log�� ( w ) �=
2�� ( w ) �w � , 即式( 10)的等号成立.
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Some Geometric Features of a Class of Quasidisk

Chen Xingdi
( Dept . of Math . , Hu aqiao Un iv. , 362011, Quan zhou, China)

Abstract　Fo r st udying geom et ric features o f a class of quasidisk, t he upper and lower bounds of the log a-

rithmic gr adient of t heir Poincar�metr ic are estimated. T he present wo rk co rr esponds w ith the r esults fr om

Chuaqui and Osgood in 1994 and fur ther perfects their r esults.

Keywords　quasidisk, Po inca r�metr ic, Schw arzian derivative

357第 4 期　 　　　　　　　　　　　陈行堤: 一类拟圆盘的一些几何特征　 　　　　　　　　　　　　　


