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圆拱稳定的变分分析
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摘要　根据势能原理, 建立以位移为基本未知量的圆拱总势能 . 采用变分分析, 推导出圆拱在弯

曲平面内的平衡微分方程. 应用能量法,可直接近似计算在均布压力作用下不同支承的变截面圆

拱, 以及在非均布压力作用下等截面圆拱屈曲的临界荷载. 算例表明, 能量法计算圆拱稳定问题十

分简便, 适合于工程应用.
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圆拱是一种被广泛应用于土木工程实际中的建筑结构.在外部压力作用下,圆拱的受力分

析和稳定计算是工程设计所关心的主要问题.已有的圆拱受力分析,均采用静力法建立圆拱平

衡微分方程进行求解〔1～3〕,但对于截面变化或非均布荷载作用的圆拱用静力法分析非常复杂.

文〔4〕将变截面圆拱处理成阶梯等截面圆拱,用静力法建立代数方程组近似求解.本文采用变

分分析,特别适合于截面变化和非均布荷载作用的圆拱屈曲问题.

1　 圆拱弯曲平面内的势能分析

在分析问题时, 假设在圆拱变形过程中, 作用于圆拱上的切向荷载和法向荷载, 始终沿圆

拱轴线的切线方向和法线方向,圆拱的变形为小变形.现取一圆拱微段进行变形分析. 如图 1

( a)所示, 设微段ds上 A 点的切向位移为 u, 法向位移为w ,则 B 点的切向位移为 u+ du,法向

图 1　圆拱变表图

位移为 w+ dw .在变形微小时, 微段的变形可叠加考虑. 图 1( b) , ( c)分别为仅发生切向位移和

法向位移的情况. 从图 1可知,微段的轴向正应变(以位伸为正)为

　收稿日期　2003-04-03

　作者简介　彭兴黔( 1959-) , 男,副教授 ,硕士, E-mail: pxq@ hqu. edu. cn

　基金项目　福建省自然科学基金资助项目( E0010028)



E= du
ds

- w
R

= du
dRdH-

w
R

= ( u′- w )
R

, ( 1)

式中R 为圆拱半径.截面 A 的转角(以顺时针转动为正)为

U= u/ R + dw / ds = ( u + dw / dH) / R = ( u + w′) / R, ( 2)

其曲率改变量为

dU/ ds = ( u′+ w″) / R 2. ( 3)

因此,圆拱应变能为
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式中E 为材料弹性模量, A 为横截面面积, I 为弯曲平面内的截面惯性矩.

设作用于圆拱上的切向荷载和法向荷载, 分别为 p 和 q. 由图 1的变形可知, 微段 ds上的

切向荷载和法向荷载所作的功, 分别为 p ds( u+ Uu/ 2) = p uR+ u( u+ w′) / 2 dH, qds( w + Uw′/
2) = q wR+ w′( w′+ u) / 2 . 由此,可得圆拱的外力势能为

W =∫
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( pu + qw ) R + p ( u2 + uw′) / 2 + q( w′2 + w′u) / 2 dH. ( 5)

上式中的后两项为荷载方向随圆拱变形而改变时的附加势能.圆拱的总势能为
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根据势能驻值原理,可得
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上式经分部积分, 可得
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由于 Du和 Dw 的任意性,从式( 8)中的积分项可得平衡微分方程为
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式( 9)即文〔3〕用静力法推导的圆拱平衡微分方程.由式( 8)的 3～5项,可得圆拱相应的几何边
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界条件和自然边界条件. 常见的边界条件为铰支和固支.对于铰支边界, Du= Dw= 0及弯矩 M

= E I ( u′+ w″) / R
2= 0,则式( 8)的后 3～5项等于零.对于固支边界, Du= Dw= 0及转角 DU= ( u

+ w′) / R= 0,因 Du= 0, 有 Dw′= 0, 则式( 8)的后 3～5项仍等于零.若忽略圆拱轴向变形的影

响,即 u′= w , 式( 6)简化为
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式( 9)简化为
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当切向荷载 p = 0,而法向荷载 q= constant时(受静水压力作用) .则式( 11)可简化为
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式( 12b)的通解为

EI
R

3 ( w + w″) + qw = a + bcosH+ csinH. ( 13)

因此,式( 13)即文〔4〕的变截面圆拱的稳定微分方程.

2　 圆拱稳定的近似计算

应用能量法可直接计算圆拱稳定的临界荷载, 以便理论分析. 当圆拱变截面时, 用静力法

计算临界荷载非常困难,而采用能量法直接计算却较简单.下面通过两个例题进行说明.

例 1　为便于分析对比,取文〔4〕中的例题.承受静水压力作用的对称型变截面两铰圆拱,

如图 2所示. 已知拱顶、拱趾和拱趾 1/ 4圆处的抗弯刚度分别为 0. 9E I 0, 1. 3EI 0和 1. 1EI 0, 其

圆心角 2A= 2P/ 3, 试计算其临界荷载 qcr . 将圆拱抗弯刚度作线性变化考虑,即 EI = 0. 9EI 0+

1. 2EI 0H/P,忽略轴向变形影响,且 p = 0, q= constant . 则式( 10)简化为
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取满足铰支约束的位移函数 u= a1 ( 1+ co s3H) + a2 ( 1- co s6H) , 计算得 qcr= 8. 732 2E I 0/ R
3, 与

文〔4〕结果( 8. 710 9E I 0/ R
3
)很吻合.当荷载沿拱轴变化时, 用能量法直接计算仍很简便.

例 2　受法向变化荷载作用的两端铰支等截面圆拱,如图 3所示.已知 q= q0 ( 1- cosPH/
A) ,圆拱圆心角 2A. 试计算其临界荷载.同理取满足铰支约束的位移函数 u= a( 1+ cosPH/A) .
将 q, u 代入式( 10) ,可计算得
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2
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令 50 / 5a= 0, 得a= - 4RAq0 /P2{E I
R

3 [ ( P/A) 2- 1] 2- (P/ A) 2
q0} ,即位移为
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图 2　受静水压力作用的变截面圆拱 图 3　受变化荷载作用的等截面圆拱

u = - 4RAq0P2
{
EI
R

3 ( 1 + cosPH/A) / [ (P/ A) 2
- 1]

2
- ( P/A) 2q0} .

由上式可知, 当位移趋于无穷大时,意味着圆拱屈曲,即该受力状态下的临界荷载为

q0cr = { [ ( P/A) 2 - 1]
2
E I / (P/A) 2} õ [ E I / R3

] . ( 16)

从结果可知, 在非均布荷载作用下,其临界荷载小于均布荷载作用下的临界荷载 qcr . 这在圆拱

稳定设计中应予注意. 从此例也可知,用能量法还可进行圆拱的变形和内力分析.

3　 结束语

采用能量法分析圆拱稳定问题, 可适用于各种边界条件、变化截面和任意荷载分布的不同

情况,其计算简便. 类似的稳定分析还可推广应用于圆环和圆管结构. 因能量法依据变分原理

和势能驻值原理, 还可对相应结构进行截面优化设计.
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Variation Analysis of the Stability of Circular Arch

Peng Xingqian　　Guo Zixiong
( Dept . of Civil Eng . , Huaqiao Univ. , 362011, Qu anzhou, C hina)

Abstract 　T he genera l potential ener gy o f circular ar ch w ith displacement as fundam enta l unknown quantit y

is established according to principle of pot ent ial ener g y; the equilibr ium differential equation o f cir cular arch

at a bending plane is derived by adopting var iat ion analy sis. By apply ing ener g y method, an appro ximate com-

putat ion can be directly conducted on nonpr ismat ic cir cular ar ch w ith different bear ing under the action of uni-

formly distributed pressure and also on the cr itical load o f pr ismatic cir cular a rch in buckling under the act ion

of non-uniformly dcstr ibuted pressure . A s indicat ed by example o f computation, ener gy method is ver y sim-

ple and convenient for computing the st ability o f cir cular ar ch, it is suitable fo r eng ineering application.

Keywords 　cir cular arch, buckling , v ar iation analy sis, energ y m ethod
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