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关于加强 Gerretsen不等式的

一个结果及其应用

吴　善　和

(龙岩学院数学系, 福建 龙岩 364012)

摘要　给出 Ger ret sen 不等式一种有着广泛应用价值的幂级数形式的加强式. 这个结果也加强了

杨学枝于 1994 年建立的一个著名不等式. 最后运用所得结果, 解决刘保乾关于“Bot tema 软件与

Ger r etsen 不等式”论述中提出的一个不等式猜想 .
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1　主要结果

1953年, Ger retsen 在文〔1〕中建立了关于三角形半周长 s、外接圆半径R、内切圆半径 r 的

重要不等式为

16Rr - 5r
2
≤ s

2
≤ 4R

2
+ 4Rr + 3r

2
. ( 1)

Gerr etsen 不等式在几何不等式领域有着极其广泛的应用, 是研究几何不等式的有力工

具〔2～ 5〕.它在几何不等式中的地位,如同 Ho�lder 不等式在解析不等式中的地位一样重要. 1994

年,杨学枝在文〔6〕中以其娴熟、精湛的不等式技巧,给出 Gerretsen 不等式一个十分漂亮的加

强形式为
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本文进一步加强上述不等式,得到如下定理 .

定理　设 s, R , r 分别为三角形的半周长、外接圆半径、内切圆半径, 则
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2　 一个引理

引理　设 s, R, r 分别为三角形的半周长、外接圆半径和内切圆半径, t和 �为任意实数.

于是有

F 1( R , r ) + ( R - 2r ) (  tR - �r  - R
2 - 2Rr ) 2≤

( tR - �r ) s2≤ F2( R, r ) - ( R - 2r ) (  tR - �r  - R
2 - 2Rr ) 2 , ( 4)

其中
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证明　经整理,式( 4)等价于
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由三角形基本不等式〔7〕

2R
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2
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s
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知式( 5)成立,所以式( 4)成立.引理得证.

3　定理证明

根据Euler 不等式
〔7〕
R≥2r ,有 R- r≥r> 0. 在引理的不等式中,令 t= �= 1,得
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令 r
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运用二项式展开公式〔8〕,有
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将上面式子代入式( 6)即得不等式( 3) .定理得证.

4　定理的应用

由 Euler 不等式 R≥2r ,可以知道 0<
r

R+ r
≤

1
3 . 利用函数
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的幂级数展开式
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将 r
R- r

= �
∞

n= 1
2n- 1 ( r
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) n代入定理中的不等式, 得如下推论 .

推论 1　设 s, R , r 分别为三角形的半周长、外接圆半径、内切圆半径,则
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由不等式( 7)立得

推论 2　设 s, R, r 分别为三角形的半周长、外接圆半径、内切圆半径,则
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∞

n= 1
2n- 1 (

r
R + r

) n≤ s
2≤

4R2 + 4Rr + 3r 2 - r ( R - 2r ) �
∞

n= 1
2n- 1(

r
R + r

) n. ( 8)

显然,式( 7) , ( 8)都是 Gerr etsen 不等式的加强式. 2000年,刘保乾利用中国科学院成都计算机

应用研究所杨路教授开发的 Bo ttema 软件〔9～11〕,发现一个非常有趣的不等式. 该不等式形式

上类似于推论 2中的不等式,但强于推论 2中的不等式.作为一个猜想,刘保乾将其收录于文

献〔11〕中,即

猜想　设 s, R, r 分别为三角形的半周长、外接圆半径、内切圆半径, 则
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下面利用推论 1, 证明上述猜想不等式.根据待证不等式( 9) ,我们在推论 1的不等式中,只要

取 Q中(
r
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i
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从而 Q≥Q 1, 所以
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令
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因此, 16R r- 5r
2
+ r ( R- 2r ) T≤16Rr- 5r

2
+ r ( R- 2r ) Q1≤s

2
≤4R

2
+ 4R r+ 3r

2
- r ( R- 2r ) Q 1

≤4R
2
+ 4Rr+ 3r

2
- r ( R- 2r) T . 综上,猜想不等式( 9)得证.

本文定理及其推论的应用十分广泛.利用它们可得到许多关于 s, R , r 的几何不等式,也可

运用它们加强许多几何不等式. 限于篇幅, 余将另文再叙.
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A Result of Sharpening Gerretsen's Inequality

and Its Application

Wu Shanhe
( Dept . of Math. , L on gyan College, 364012, Longyan, China)

Abstract 　A result of sharpening Gerr etsen's inequality is g iven in t he fo rm of pow er series. T he r esult is of

w ide application. It also sharpens a w ell know n inequality set up by Yang Xuezhi in 1994, and it so lv es a con-

jecture o f inequality put forward by L iu Baoquan.

Keywords 　power ser ies, Ger ret sen's inequality, inequality Euler 's Yang Xuezhi inequality , streng then, ap-

plication
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