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带非线性松弛项的半线性双曲

组 的整 体 光 滑 解

伍锦棠　　郑永树

(华侨大学数学系, 福建 泉州 362011)

摘要　研究一类带非线性松弛项的半线性双曲组的柯西问题, 对 C′模有界的初值, 证明其存在唯

一的整体光滑解.
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1　 问题的提出

松弛现象在物理学中有重要作用. 如在单原子气体动力学理论中, 当平衡态受到干扰

时, 它能逐渐松弛到带有麦克斯韦速度分布的平衡态. 在多原子气体的连续性理论中, 除了

瞬间能量在气体受干扰时能很快调节到平衡态时的值外, 其他形式的能量通过气体分子间的

相互碰撞松弛到它们平衡态下的值, 但其松弛时间并不短.因此,研究热的非平衡态变得很重

要. 其它诸多松弛现象出现在交通流、带记忆的弹性物质等上. 对趋于平衡态的松弛过程, 可

通过一个简单的模型进行研究. 1987年, 针对松弛现象及平衡态问题, L iu在文〔1〕中首先研

究了具松弛项的拟线性双曲型方程组问题, 并给出解的非线性稳定的次特征条件. 1995 年,

Jin 和Xin在文〔2〕中研究了一阶守恒律方程的柯西问题.即

�u
�t +

�f ( u)
�x = 0,　　( x , t) ∈ R× R+ ,

u( x , 0) = u0( x ) ,　　x ∈ R.

( 1)

引进了带松弛项的半线性双曲组为

�u
�t +

�v
�x = 0,

�v
�t + a

2 �u
�x = -

1
� ( v - f ( u) ) .

( 2)

其中 a, �为正常数. 在满足次特征条件(即- a≤f′( u)≤a) , Jin 和 Xin 研究了方程组( 2)与

方程( 1)在平衡态下解的逼近关系.对于具松弛项的双曲组柯西问题的整体连续解或光滑解的

存在唯一性和解的渐近稳定性, 已有许多研究结果〔3～10〕.本文对带非线性松驰项的半线性双
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曲组柯西问题的整体光滑解进行研究.

2　 主要结果

本文研究带非线性松弛项的半线性双曲组的柯西问题:

�u
�t +

�v
�x = 0, 　　( x , t ) ∈ R× R

+
,

�v
�t + a

2 �u
�x = -

1
�( g ( v ) - f ( u) ) ,　　( x , t ) ∈R × R+ .

( 3)

( u, v ) ( x , 0) = ( u0( x ) , v 0 ( x ) ) , 　　x ∈ R. ( 4)

其中a, �为正常数.

假设函数 f ( u) , g ( v )应满足条件为

f ( u) , g ( v ) ∈ C
1
,　　g′( v ) ≥ 1,　　f ( 0) = g ( 0) = 0. ( H 1)

式( 3)应满足次特征条件为

sup
�u�≤( �u

0
�
C0
+

1
a
� v

0
�
C 0

)

� f ′( u) � < a. ( S)

其中�u0�C0= sup
x∈R
�u0 ( x ) � , �v 0�C0= sup

x∈R
�v 0 ( x ) � .本文有如下主要结果.

定理　如果初值 u0 ( x ) , v 0( x )∈C
1
b (R) , 在满足假设( H1)及次特征条件( S)下, 柯西问题

( 3) , ( 4)在 t≥0的上半平面存在唯一的光滑解.

3　 定理的证明

为简单起见, 不妨令 �= 1, 若不然只需作变换( x , t )→( �x , �t) .在证明定理之前, 我们先

给出解的先验估计.

引理 1　在定理条件满足的前提下, 柯西问题( 3) , ( 4)的解( u( x , t ) , v ( x , t ) )的 C
0
模的估

计为

�u( x , t ) � ≤ �u0�C0 + 1
a
� v 0�C0 ,

�v ( x , t) �≤ 2( a�u0�C0 + �v 0�C0 ) .
( 5)

　　证明　引进黎曼不变量

r = - v + au, s = v + au. ( 6)

借助式( 6) ,方程组( 3)可化为

r t - ar x = - f (
r + s
2a

) + g(
s - r
2

) ,

st + asx = f (
r + s
2a

) - g(
s - r
2

) .

( 7)

设

1≤ g′( v ) ≤K . ( 8)

令

r
-= r e

K t
,　　　s

-= se
K t
. ( 9)

则有
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r-t - ar-x = - f ( r + s
2a

) eKt + g ( s - r
2

) eK t + K r-,

s
-
t + as

-
x = f (

r + s
2a

) e
Kt
- g (

s - r
2

) e
K t
+ K s

-.

( 10)

设 x 1< x . 用 �+ = x 1- a( t-  ) , �- = x 2+ a( t-  )表示,方程组( 9)过点( x , t)的两条特征线. 分

别沿上述两特征线积分方程组( 10)中两式,得

r
-( x 2 , t) = r0 ( x 2 + at) +∫

t

0
[ - f (

r- + s-
2a ) e

K  
+ g (

s- - r -
2 ) e

K  
+ K r

-
- ] d ,

s-( x 1 , t) = s0( x 1 - at ) +∫
t

0
[ f (

r + + s+
2a

) eK  - g(
s+ - r+

2
) eK  + K s-+ ] d ,

( 11)

其中 r
-
±= r

-( �± ,  ) , s-±= s
-(�±,  ) .方程组( 11)中两式相加, 并利用( H 1 )及微分中值定理, 得

r
-( x 2, t ) + s

-( x 1, t ) = r0 ( x 2 + at ) + s0 ( x 1 - at ) +

∫
t

0
(
g′( �2 )
2

+
f ′(�1)
2a

) ( r-+ + s
-
+ ) + (

g′(�2 )
2

-
f ′(�1)
2a

) ( r-- + s
-
- ) +

( K - g′(�2) ) ( r-- + s
-
+ ) } d , ( 12)

令

R ( t ) = sup
- ∞< x

1
≤x

2
< + ∞
�r-( x 2 , t) + s

-( x 1, t) � . ( 13)

由式( 12)和式( 13) , 显然有

R ( t) ≤ �r 0�C0 + �s0� C0 + K∫
t

0
R(  ) d .

易得

R( t ) ≤ ( �r0�C0 + �s0�C0) eK t. ( 14)

根据式( 9) , ( 13) , ( 14) , 即有

�r ( x , t ) + s( x , t) � ≤ �r 0�C0 + � s0�C0. ( 15)

另令

r
~= r e∫

t
0
g′(�~

2
) (�

-
,  ) d 

,

s
~= se∫

t
0
g′(�~

2
) (�

+
,  ) d 

.
( 16)

由式( H1 ) , ( 7) , ( 16) , 易知有

D - r
~= (

g′(�~2 )
2 -

f ′( �~1 )
2a ) ( r~ + s

~) . ( 17)

其中D ±=
�
�t±a

�
�x . 沿特征线 �= x+ a( t-  )积分式( 17) , 得

r
~( x , t) = r 0( x + at ) +∫

t

0
(
g′(�~2)

2
-

f′( �~1 )
2a

) ( r~+ s
~) ( x + a( t -  ) ,  ) d . ( 18)

由式( H1 ) , ( 15) , ( 16) , ( 18) , 易得

�r ( x , t ) � ≤ �r 0�C0 + �s0� C0 . ( 19)

同理有

�s( x , t ) � ≤ �r0�C0 + �s0�C0. ( 20)

由式( 6) , ( 19) , ( 20) , 显然有式( 5)成立. 引理 1得证.
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命题　柯西问题为

�u
�t + !( x , t ) �u�x = a( x , t) ( v - u) , 　　( x , t) ∈ R× R+ ,

�v
�t + ∀( x , t) �v�x = b( x , t) ( u - v ) , 　　( x , t) ∈ R× R+ ,

( u, v ) ( x , 0) = ( u0 ( x ) , v 0( x ) ) ,　　x ∈ R.

在上式中, 函数 a( x , t ) , b( x , t)为非负连续有界, !( x , t ) , ∀( x , t )有界.若

m ≤ u0( x ) ,　　v 0( x ) ≤ M , 　　x ∈ R,

则

m ≤ u( x , t) , 　　v ( x , t ) ≤M .

此命题,可用文〔11〕中的极值原理予以证明.

引理 2　在定理的假设条件下, 柯西问题( 3) , ( 4)的解( u( x , t ) , v ( x , t ) ) ,其一阶偏导数的

估计为

�ux ( x , t ) � ≤ 1
a
( a�u′0( x ) �C0 + �v′0( x ) �C0 + 2M- ) ,

�v x( x , t) �≤ a�u′0( x ) �C0 + �v′0( x ) �C0 + 2M- .

( 21)

其中 M
- = sup

�u�≤( �u
0
�
C 0

+
1
a
� v

0
�
C0

)

� f ( u) � .

　　证明　方程组( 3)两边关于 x 求导, 得

( ux ) t + ( v x ) x = 0,

( v x ) t + a
2
( ux ) x = f′( u) ux - g′( v ) v x .

( 22)

引进黎曼不变量

w = - v x + aux, z = v x + aux . ( 23)

方程组( 22)化为

w t - aw x = -
g′( v )
2

+
f ′( u)
2a

) w +
g′( v )
2

-
f′( u)
2a

) z ,

z t + az x =
g′( v )
2

+
f ′( u)
2a

) w -
g′( v )
2

-
f′( u)
2a

) z .

( 24)

令

w
- = w -

f ( u)
a

,　z
- = z -

f ( u)
a

. ( 25)

由式( 24) , ( 25) , 得

D - w- = g′( v )
2

+ f′( u)
2a

) ( z- - w- ) ,

D + z
- =

g′( v )
2

-
f′( u)
2a

) ( w- - z
-) .

由式( H1 ) , ( S)及引理 1可得到
g′( v )
2
±

f′( u)
2a
≥0, 并且连续有界. 故由命题,可得

�w- ( x , t ) � , �z-( x , t ) � ≤ max ( �w- 0�C0, �z-0�C0) . ( 26)

显然,由式( 23) , ( 25) , ( 26) ,易得式( 21) . 引理 2得证.

定理的证明　在定理的假设条件下, 根据文〔12〕, 柯西问题( 3) , ( 4)存在唯一的局部光
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滑解.又由引理 1及引理 2的先验估计结果和解的延拓定理, 可以得到在 t≥0的上半平面存

在唯一的光滑解. 故定理得证.
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Globally Smooth Solution to a Semi-Linear Hyperbolic

System with a Nonlinear Relaxation Term

Wu Jintang　　Zheng Yong shu
( Dept . of Math . , Hu aqiao Un iv. , 362011, Quan zhou, China)

Abstract 　A study is made on t he Cauchy problem of a cla ss of semi-linea r hyperbo lic system w it h a nonlin-

ear relax ation term. The globally smooth so lution is pro ved t o be uniquely ex isted in the initia l value w ith

bounded C1 norm.

Keywords 　semi-linear hyperbolic system, r elax ation, Cauchy problem, g lobally smooth solution
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