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一类具有时滞的微分系统的周期解

方聪娜　　王全义

(华侨大学数学系, 福建 泉州 362011)

摘要　研究一类具有分布滞量的高维周期微分系统周期解的存在性和唯一性. 利用不动点方法,

得到该类系统周期解的存在性和唯一性的一些新结果.
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中图分类号　O 175. 1 文献标识码　A

众所周知, 微分系统的周期解理论具有非常重要的理论意义和实际意义. 文〔1～4〕研究

了周期微分系统

x′( t ) = A( t, x( t ) ) x( t) + f ( t , x( t - r( t ) ) ) , ( 1)

得到了一些保证系统( 1)的周期解存在的充分性条件. 最近, 文〔5〕又研究了具有分布滞量的

微分系统

x′( t) = A( t) x( t ) +∫
0

- r
f ( t, s, x( t + s) ) ds ( 2)

的周期解的存在性和全局吸引性问题. 本文将研究比系统( 2)更为广泛的一类具有时滞的周

期微分系统, 即

x′( t) = A( t , x( t) ) x( t ) +∫
0

- ∞
f ( t , s, x( t + s) ) ds. ( 3)

式( 3)的( t, x)∈R×R
n, A( t, x)是n×n连续函数矩阵, ( t , s, x)∈R×( - ∞, 0]×R

n, f ( t , s, x)

是 n维连续函数向量.∫
0

- ∞
‖f ( t, s, x)‖ds关于( t , x)∈R 1×D 1一致收敛, 其中 R1 , D 1分别为

R, R
n
中的任一紧集. 对� ( t , x)∈R×R

n
, A( t+ T , x) = A( t , x) , � ( t , s, x)∈R×( - ∞, 0]×

R
n
, f ( t+ T , s, x) = f ( t, s, x) , T > 0为常数. 利用不动点方法, 得到了系统( 3) T -周期解的存

在性和唯一性的一些新结果.

1　 一些引理

在本文中, 我们恒设 P为 n 阶正定对称常数方阵, 并以 r M , rm 分别表示 P的最大和最小

的特征根.
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　　定义 1　设 g ( t)是 R 上连续的 T-周期函数, 则 g
+ ( t ) =

1
2
[ g ( t) + �g ( t) � ] = max ( g( t ) ,

0 )≥0, g- ( t) =
1
2
[ g( t ) - �g( t ) � ] = min( g( t ) , 0)≤0都是 R上连续的 T-周期函数且 g ( t) =

g
+ ( t) + g

- ( t ) .现对 n阶正定对称常数方阵 P和 g( t )定义如下函数.

定义 2　L [ t , - g , P] = - [ g
+
( t)
r M

+ g
-
( t )
r m

] ,可见 L [ t , - g, P]是 R上连续的T -周期函数.

易知对称方阵
PA( t, x) + A

* ( t, x) P
2

的 n个特征根 �j ( t , x) ( j = 1, 2,⋯, n)也是 t的连续 T -

周期函数, 这里 A
*
( t, x)为 A( t , x)的转置. 记

�m( t , x) = �min [ PA( t , x) ] = m in{ �j ( t , x) � j = 1, 2,⋯, n} ,

于是 �m( t , x)是 t 的连续T -周期函数.

引理 1
〔3〕
　设 f ( t ) , g( t ) 都是 R上连续的 T -周期函数, 如果� t∈R, f ( t)≤g( t ) ,则有( i)

f
+ ( t)≤g

+ ( t) , f
- ( t )≤g

- ( t ) , ( ii) L [ t , - f , P]≥L [ t, - g, P] .特别地, 若存在R 上连续的T -

周期函数a( t ) ,使对� ( t , x)∈R×R
n
有 �min [ PA( t , x) ]≥a( t ) .那么,由引理 1即知必有

�+min [ PA( t , x) ] ≥ a
+ ( t ) ,　　�-min[ PA( t , x) ] ≥ a

- ( t) ,

L [ t, - �min[ PA( t , x) ] , P] ≤ L [ t , - a, P] .

　　考虑如下周期系统

x′( t ) = A( t) x( t ) ( 4)

和

x′( t) = A( t ) x( t) + f ( t ) . ( 5)

其中A ( t)是 R上 n×n连续函数矩阵,而 f ( t )是 R上 n维连续函数向量, 且 A( t+ T ) = A( t ) ,

f ( t+ T ) = f ( t) ,记[ PA ( t) + A
* ( t ) P] / 2的 n 个特征根 �1 ( t ) , �2 ( t) ,⋯, �n ( t )的最小特征根为

�m( t ) .
引理 2

〔1〕　设 X( t )是式( 4)的基本解矩阵, 则有

‖X ( t ) X
- 1
( s)‖≤

rM

r m
�exp(∫

s

t
L [ �, - �m, P] d�) ,　　t≤ s.

　　引理 3
〔1〕
　设 a( t )是连续的 T -周期函数, 则

∫
t+ T

t
a( �) d�=∫

T

0
a( �) d�.

　　引理 4
〔1〕　对于系统( 5) , 若 �m( t)满足 k= exp (∫

T

0
L [ �, - �m, P] d�) < 1, 则系统( 5)存在

唯一的 T -周期解 x( t ) = -∫
+ ∞

t
X ( t) X - 1( s) f ( s) ds.

记 C(R, R
n) = { f ( t) �f∶R→R

n为 n 维连续函数向量} , B= {V�V( t)∈C( R, R
n)且 V( t+

T ) = V( t ) } ,则 B 在范数‖V‖= sup
0≤t≤T

{‖V( t)‖}下是一个 Banach空间.

2　 主要结果

定理 1　如果存在 n阶正定对称常数方阵 P及 R上连续的 T -周期函数 a1( t) , 并使得( i)

对� ( t , x)∈R×R
n , �min [ PA ( t, x) ]≥a1 ( t)且 k1= exp(∫

T

0
L [ �, - a1, P] d�) < 1; ( ii) l im

n→+ ∞

1
n
·
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∫
T

0∫
0

- ∞
sup

‖x‖≤n
‖f ( t, s, x)‖dsdt<

rm
r M
·
1- k1
M1

.在上式中 M 1= sup{ exp(∫
t

s
L [ �, - a1 , P] d�) ,

　 0≤s≤t≤T } ,则系统( 3)至少存在一个 T -周期解.考虑拟线性方程

x′( t ) = A ( t) x( t) +∫
0

- ∞
f ( t , s, x( t + s) ) ds, ( 6)

其中 A( t)为 R上的 n×n连续函数矩阵, A ( t+ T ) = A( t ) , f 的定义同前. 记[ PA( t ) + A
* ( t )

·P] / 2的最小特征根为 �m( t) .
定理2　如果存在n阶正定对称常数方阵P及连续函数 h( t , s)≥0, ( t , s)∈R×( - ∞, 0] ,

h ( t+ T , s) = h( t , s) ,∫
0

- ∞
h( t , s) ds 关于 t∈[ 0, T ]一致收敛.同时有( i) exp(∫

T

0
L [ �, - �m, P]

d�) = k< 1; ( ii) ‖f ( t, s, x) - f ( t , s, y )‖≤h( t, s)‖x- y‖, � x, y∈R
n; ( iii) sup

0≤s≤t≤T
{ exp(∫

t

s
L

[ �, - �m, P] d�) } = M<
rm
rM
·
1- k
 1

,其中  1=∫
T

0∫
0

- ∞
h( t, s) dsdt .那么,方程( 6)就存在唯一的

T -周期解.

3　 定理的证明

(Ⅰ) 定理 1的证明. 对任意的V∈B, 考虑如下周期系统

x′( t) = A( t , V( t) ) x( t ) +∫
0

- ∞
f ( t , s, V( t + s) ) ds. ( 7)

由 f ( t , s, x)的连续性且关于 t 的周期性及无穷积分∫
0

- ∞
‖f ( t , s, x)‖ds 关于( t, x)∈R1×D 1

(其中 R1, D 1分别为R, Rn中的任一紧集)的一致收敛性, 易知∫
0

- ∞
f ( t , s, V( t+ s) ) ds是连续的

T -周期函数向量. 又由条件( i)及引理 1, 4可知, 系统( 7)有唯一的 T -周期解,即

xV( t ) = -∫
+ ∞

t
XV( t ) X - 1

V ( s) (∫
0

- ∞
f ( s, �, V( s + �) ) d�) ds,

其中XV( t )是方程 x′( t ) = A( t , V( t) ) x( t )的基本解矩阵.现在定义算子F∶B→B 为

FV( t ) = xv( t ) ,� V∈ B .

易见算子F 的不动点就是方程( 3)的 T -周期解. 为了利用Schauder 不动点定理, 我们需证在

B 中存在一个闭球 Bn
0
使得F∶Bn

0
→Bn

0
是一个全连续算子. 下面证明这一点. 记 Bn= {V�V∈

B 且‖V‖≤n} , 其中 n 为自然数.

( a) 先证存在自然数 N , 使得 F∶BN→BN . 用反证法,若不然, 对任意的自然数 n, 都存

在 Vn∈B n使得‖FVn‖> n. 于是由条件( i)及引理 1, 2, 3有

‖FVn ( t)‖
n

≤
1
n∫

+ ∞

t
‖XV

n
( t) X - 1

V
n
( s)‖(∫

0

- ∞
‖f ( s, �, Vn( s + �) )‖d�) ds≤

1
n∫

+ ∞

t

rM

r m
exp(∫

s

t
L [ �, - a1, P] d�) �

(∫
0

- ∞
‖f ( s, �, Vn( s + �) )‖d�) ds = 1

n

r M

rm
�
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!
+ ∞

m= 0∫
t+ ( m+ 1) T

t+ mT
exp(∫

s

t
L [ �, - a1 , P] d�) (∫

0

- ∞
‖f ( s, �, Vn( s + �) )‖d�) ds =

1
n

r M
rm
� !

+ ∞

m= 0∫
t+ ( m+ 1)T

t+ mT
exp(∫

s

t+ mT
L [ �, - a1 , P] d�+

∫
t+ mT

t
L [ �, - a1 , P] d�) (∫

0

- ∞
‖f ( s, �, Vn( s + �) )‖d�) ds =

1
n

r M
rm
� !

+ ∞

m= 0
k
m
1∫

t+ ( m+ 1) T

t+ mT
exp(∫

s

t+ mT
L [ �, - a1, P] d�) �

(∫
0

- ∞
‖f ( s, �, Vn ( s + �) )‖d�) ds ≤

1
n

r M

rm
�

M 1

1 - k1
�∫

T

0∫
0

- ∞
‖f ( s, �, Vn ( s + �) )‖d�ds.

从而由条件( ii) ,可得

lim
n→+ ∞

‖FVn‖
n

≤
rM
rm
� M1

1 - k 1
lim
n→+ ∞

1
n∫

T

0∫
0

- ∞
‖f ( s, �, Vn ( s + �) )‖d�ds <

rM
rm
�

M1

1 - k 1

r m
rM
�
1 - k 1

M1
= 1.

这与
‖FVn‖

n
> 1相矛盾. 因此存在着自然数 N 使得 F∶BN→BN .

( b) 证明 FB N 在 B 中为相对紧子集. 事实上, 因为FBN� BN ,所以{FV( t ) �V∈B N}是一

致有界的. 记

b0 = sup{∫
0

- ∞
‖f ( t , s, x)‖ds� ( t , x) ∈ [ 0, T ] × RN } ,

b1 = sup{‖A( t, x)‖� ( t, x) ∈ [ 0, T ] × R N} ,

其中R N= {x�x∈R
n
且‖x‖≤N } .又因为�V∈BN ,有

dFV( t )
dt

=
dxV( t )
dt

= A( t , V( t) ) FV( t) +∫
0

- ∞
f ( t, s, V( t + s) ) ds,

所以‖
dFV( t )

dt ‖≤b1N + b0 .故{FV( t) �V∈BN }是等度连续的, 由 Ascoli-Arzela定理知 FB N

是空间 B 中的一个相对紧子集.

( c) 证明 F 是 BN 上的连续算子. 对� V1, V2∈BN , 记 u= FV1- FV2, 则

du
dt

= A( t, V1( t ) ) FV1 ( t) +∫
0

- ∞
f ( t , s, V1 ( t + s) ) ds -

A( t, V2( t ) ) FV2 ( t) -∫
0

- ∞
f ( t , s, V2 ( t + s) ) ds =

A( t, V1( t ) ) u + [ A( t, V1( t ) ) - A( t , V2 ( t) ) ] FV2( t) +

∫
0

- ∞
[ f ( t, s, V1( t + s) ) - f ( t, s, V2( t + s) ) ] ds. ( 8)

对� ∀> 0,由∫
0

- ∞
‖f ( t , s, x)‖ds关于( t , x)∈[ 0, T ]×RN 的一致收敛性可知, 存在 T 1< 0, 使

得对� t∈[ 0, T ] , 有
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∫
T
1

- ∞
‖f ( t, s, V1( t + s) )‖ds < ∀

4
,

∫
T
1

- ∞
‖f ( t, s, V2( t + s) )‖ds <

∀
4
.

又由A( t , x) , f ( t , s, x)分别在有界闭集[ 0, T ]×RN , [ 0, T ]×[ T 1, 0]×R N 上的连续性可知, 存

在 #> 0使得当‖V1- V2‖< #时, 有

‖A ( t, V1( t ) ) - A( t , V2 ( t)‖ <
∀
4N ,

‖f ( t, s, V1 ( t + s) ) - f ( t, s, V2 ( t + s)‖ <
∀

- 4T 1
,　　s ∈ [ T 1, 0] .

　　所以当‖V1- V2‖< #时,有‖[ A ( t , V1 ( t ) ) - A ( t, V2( t) ) ] FV2 ( t) +∫
0

- ∞
[ f ( t, s, V1 ( t+

s) ) - f ( t, s, V2 ( t+ s) ) ] ds‖≤‖A ( t, V1( t ) ) - A( t , V2( t ) )‖·‖FV2 ( t)‖+∫
T
1

- ∞
‖f ( t, s, V1 ( t

+ s) )‖ds+∫
T
1

- ∞
‖f ( t , s, V2( t+ s) )‖ds+∫

0

T1

‖f ( t, s, V1 ( t+ s) ) - f ( t, s, V2( t+ s) )‖ds<
∀
4N

·N +
∀
4
+
∀
4
+

∀
- 4T 1

·( - T 1 ) = ∀.即当‖V1- V1‖→0时, 有

‖[ A( t , V1 ( t) ) - A ( t, V2( t ) ) ] FV2( t ) +

∫
0

- ∞
[ f ( t, s, V1( t + s) ) - f ( t, s, V2( t + s) ) ] ds‖→ 0. ( 9)

由于u= FV1- FV2是系统( 8)的 T -周期解, 且由前面部分( a)的证明,可知

‖u‖≤
rM
r m
�

M1

1 - k 1
�∫

T

0
‖[ A( t , V1( t ) ) - A( t, V2 ( t) ) ] FV2( t ) +

∫
0

- ∞
[ f ( t, s, V1( t + s) ) - f ( t, s, V2 ( t + s) ) ] ds‖dt .

故由式( 9)可知, 当‖V1- V2‖→0时,‖u‖= ‖FV1- FV2‖→0. 即 F 是 BN 上的连续算子.

综上述可知, F∶BN→BN 为全连续算子, 故由 Schauder 不动点定理知 F 在 B N 内至少

存在一个不动点, 即系统( 3)至少存在一个 T -周期解. 证毕.

(Ⅱ) 定理 2的证明. 任取 V∈B, 考虑下列方程

dx
dt

= A( t ) x +∫
0

- ∞
f ( t , s, V( t + s) ) ds, ( 10)

由定理 1的证明,可知∫
0

- ∞
f ( t , s, V( t+ s) ) ds是连续的T -周期函数向量.又由条件( i)及引理4

可知, 方程( 10)有唯一的 T -周期解

xV( t ) = -∫
+ ∞

t
X( t ) X - 1( s) (∫

0

- ∞
f ( s, �, V( s + �) ) d�) ds,

其中X ( t )是下列方程

x′( t ) = A( t) x( t )

的基本解矩阵.

现在定义算子 F∶B→B 为

FV( t ) = xV( t) , 　　� V∈ B .

123第 2 期　　　　　　　　　　方聪娜等: 一类具有时滞的微分系统的周期解　　　　　　　　　　　　



下面证明F 是B 上的压缩映射. 事实上, 对�V1, V2∈B .由条件( i) , ( ii)有

‖FV1( t) - FV2( t )‖ =

‖∫
+ ∞

t
X ( t) X- 1 ( s) (∫

0

- ∞
( f ( s, �, V1( s + �) ) - f ( s, �, V2( s + �) ) ) d�) ds‖≤

∫
+ ∞

t
‖X ( t ) X- 1 ( s)‖(∫

0

- ∞
h( s, �)‖V1( s + �) - V2 ( s + �)‖d�) ds≤

!
+ ∞

n= 0∫
t+ ( n+ 1) T

t+ nT

r M
rm
exp(∫

s

t+ nT
L [ �, - �m, P] d�+∫

t+ nT

t
L [ �, - �m, P] d�) �

(∫
0

- ∞
h( s, �)‖V1 ( s + �) - V2( s + �)‖d�) ds ≤

rM
rm
� M
1 - k∫

T

0∫
0

- ∞
h( s, �)‖V1( s + �) - V2 ( s + �)‖d�ds≤

rM
rm
� M
1 - k∫

T

0∫
0

- ∞
h( s, �) d�ds �‖V1 - V2‖.

从而,‖FV1- FV2‖≤
rM
rm
·

M
1- k∫

T

0∫
0

- ∞
h( s, �) d�ds·‖V1- V2‖. 于是, 由条件( iii)即知 F

是 B 上的压缩映射. 利用压缩映射原理知, F 在 B 中存在唯一的不动点, 即方程( 6)存在唯

一的T -周期解. 证毕.
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Periodic Solution to a Class of Differential Systems

with Time-Delay

Fang Congna　　Wang Quanyi
( Dept . of Math . , Hu aqiao Un iv. , 362011, Quan zhou, China)

Abstract 　A study is made on the ex istence and the uniqueness of per iodic so lution to a class of higher di-

mensional per iodic differential systems w it h distr ibut ed delay . Some new result s ar e obtained on the exist ence

and t he uniqueness of periodic solut ion to this class o f sy stems by using fix ed po int method.

Keywords 　differ ential systems, per iodic solution, ex istence , uniqueness
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