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框架结构二阶位移效应数值解

黄　庆　丰

(华侨大学土木工程系,泉州 362011)

摘要　通过静力凝聚法, 得到框架结构的弹性平移刚度矩阵和水平运动平衡方程, 并用 Gramer 法

则确定结构各层抗推刚度. 在此基础上,根据转角位移方程、叠加原理和迭代方法计算二阶位移,

分析 P-$ 效应使结构层转角变化对层间位移的影响. 该解法计算结果逼近精确解,误差为 0. 5%

左右, 适用性好、计算量小和容易实现.
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二阶效应实质是小变形、大位移情况下的几何非线性问题,所建立的微分方程一般难以直

接求解.迄今为止,常采用连续化方法将结构化为一等代悬臂计算〔1, 2〕,或直接用杆系结构有限

元法求解
〔3〕
. 本文针对框架结构,在一阶侧向位移基础上,运用叠加原理和迭代方法,计算结构

二阶侧向位移效应. 将 P-$ 效应附加弯矩引起的结构变形增量,分成纯弯曲型变形增量和纯

剪切型变形增量两部分,分析 P-$ 效应对结构层转角的影响.用修正的固端弯矩计算 P-$ 效
应位移,导出侧向位移计算公式.该方法便于结构设计工程师的快速设计,有较好的实用价值.

1　 一阶抗推刚度

结构计算常采用集中质量法, 排除结构转动自由度简化计算, 结果也较好地符合实际情

况.这种从结构刚度矩阵中消除不必要自由度的过程, 称为静力凝聚法〔4〕.如果作用的外力向

量不包含任何转动分量,平衡方程可以表示成分块矩阵形式为

Ktt　KtH

KHt　KHH

$t

$H
=

Vt

0
. ( 1)

转角位移用水平位移表示

$H= - KHH
- 1
K tH$t. ( 2)

水平方向运动平衡方程

K t$ t = Vt , ( 3)

其中

Kt = $ tt - KtHKHH
- 1
KHt ( 4)
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为结构弹性平移刚度矩阵. 不妨令

$t = [ $ 1　$2　⋯　$ n] , ( 5)

Vt = [ V 1　V 2　⋯　V n ] . ( 6)

用 Gramer 法则直接求解式( 3)为

$ i =
1
K t

õ 2
n

m= 1
A miV m =

1
K t

õ 2
n

m= 1

A miV m

V i
õV i, ( 7)

V i = D i õ $i , ( 8)

D i = K t/ 2
n

m= 1

A iVm

V i
. ( 9)

D i 为结构 i层的抗推刚度,一般地说抗推刚度与水平荷载分布有关, 式中 Ami是行列式 K t 的

第 m 行 i列代数余子式.

2　 二阶位移计算

式( 8)计算结构层间位移, 转角因素蕴涵于 $ i 和 D i 中考虑,相当于采用图 1所示的平移

计算模型.认为二阶位移是图 1计算模型所示的一阶分析基础上, 叠加竖向荷载附加弯矩作用

所得到的位移.它相应于图 1柱端转角为零情况,二阶理论转角位移表达式为

M ab, i = - (Ai + Bi) K iHi + Cab, i,

M ba, i = - (Ai + Bi) K iHi + Cba, i,
( 10)

式中

K i = D ih
2
i / 12, ( 11)

表示 i 层抗推刚度相应的结构 i层柱总线刚度.有

Ai = EisinEi - E2i cosEi
2( 1 - co sEi ) - Ei sinEi, 　　Bi =

E2i - EisinEi
2( 1 - cosEi ) - EisinEi ,

Ei = 12P i/ D ih i ,　　Hi = $ i

hi
.

图 1　计算模型

Ai, Bi 相当于一阶分析单跨超静定梁的载常数lim
p
i
→0
Ai= 4,

lim
p
i
→0
Bi= 2, Cab, i, Cba , i为固端弯矩.本文取作用在柱节点 a,

b上的竖向力附加弯矩值.竖向力附加弯矩作用下结构

产生位移增量, 而位移增量又产生新的附加弯矩作用,

进而产生新的位移增量⋯⋯.可以采用迭代法求解这些

位移增量, 即二阶位移增量. 二阶位移增量可为以下两

部分引起.

2. 1　结构挠曲引起

实际结构变形曲线不会与图 1所示完全符合,但挠

曲二阶位移很小, 一般仅占总位移的 1% .故近似认为挠

曲二阶效应作用时图 1计算模型仍然成立,挠曲二阶位移增量用式( 10)的系数(Ai+ Bi)体现.

2. 2　结构弦转角引起

367第 4 期　　　　　　　　　　　　黄庆丰: 框架结构二阶位移效应数值解　　　　　　　　　　　　　　



P-$ 效应位移由与结构弦转角对应的竖向力附加弯矩引起,附加弯矩图如图 2( a) .即使

是剪切型变形的框架结构, P-$ 效应附加弯矩也会引起相邻层节点的相对转动, 令 i层上下节

点相对转角增量为 DUi. 此时, i 层位移 $i 包含: ( 1) 一阶位移; ( 2) 二阶挠曲位移; ( 3) P-$ 效
应使层节点相对转动引起的位移; ( 4) P-$ 效应使层剪力增加引起的位移.求解P-$ 效应位移
增量前,先讨论固端弯矩 Cab, i, Cba, i. ( 1) 若 DUi= 0, 由图 1易知

Cab, i = 0,　　Cba, i = P i$ i. ( 12)

( 2) 若 DUi≠0, 将P-$ 效应位移增量分成: ( i) 纯弯曲型变形增量,如图 2( b)所示; ( ii) 纯剪切

型变形增量, 如图 2( c)所示.

图 2　竖向力附加弯矩图

在图 2( b)中,有

DUa, i = 1
2 DUi, DUb, i = -

1
2 DUi, ( 13)

(Ai + Bi) DUb, i = 1
2
P i$ i, ( 14)

DUi = P i$ i

(Ai + Bi) K i
. ( 15)

式( 10)把转角因素蕴涵于水平位移中计算. 如果直接在式( 10)加上转角增量项修正 P-$ 效应
转角位移增量影响,则可叠加性不满足. 本文转而修正固端弯矩项,将转角位移增量影响蕴涵

在水平位移中.竖向力附加弯矩引起的,与层转角增量相应的水平位移增量部分为

D$′i = - DUb, ihi . ( 16)

式( 12)表示的固端弯矩修正为

Cab, i = 0, 　　Cba, i = P i ( $i - D$′i) . ( 17)

P-$ 效应引起的纯弯型变形增量不可能增加层剪力,从层剪力的计算也可以说明式( 17)的合

理性 . 有

V ab, i = V ba, i = -
Mab, i + M ba, i

h i
. ( 18)

综合式( 10) , ( 11) , ( 13)的式( 15)～( 18) ,有

V ab, i = V ba, i =
1
6
(Ai + Bi) D i -

P i

hi
1 -

6P i

(Ai + Bi ) D ih i
õ $i , ( 19)

V ab, i = V ba, i = D
( 2)
i õ$ i, ( 20)

D
( 2)
i =

1
6
(Ai + Bi) -

P i

D ihi
1 -

6P i

(Ai + Bi ) D ih i
õD i. ( 21)

D
( 2)
i 为考虑二阶效应结构 i层的折剪抗推刚度,式( 21)等号后的系数为刚度折剪系数,用 Li 表
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示为

Fi = 1/Li . ( 22)

Fi 为考虑二阶效应结构 i 层的位移放大系数.以下在结构 i层一阶位移 $( 1)
i 基础上, 用迭代法

计算P-$ 效应位移增量(挠曲二阶位移增量用系数( Ai+ Bi )体现) . 其第 1, 2, ⋯, n 次的计算分

别为

( D$ i) 1 = ( Fi - 1) õ $ ( 1)
i , ( 23)

( D$ i) 2 = (Fi - 1) 2 õ $ ( 1)
i , ( 24)

( D$i) n = (Fi - 1) n õ $( 1)
i . ( 25)

在上式中, $ ( 1)
i , ( D$ i) 1 , ( D$ i) 2 ,⋯, ( D$ i) n构成等比数列为

$( 2)
i = $ ( 1)

i + ( D$i ) 1 + ⋯ + ( D$i ) n = $( 1)
i / ( 2 - Fi) , ( 26)

图 3　10 层框架简图

式中 $ ( 2)
i 为结构 i 层二阶效应位移. 当 Fi≥2时上述

数列发散,结构弹性失稳.

2. 3　算例

一榀10层钢筋混凝土框架受图3所示的水平力

作用, 顶层重力荷载为 4. 78 kPa, 标准层为 5. 747

kPa, 1个开间宽度 9. 14 m. 一阶分析层间位移及层

间抗推刚度, 本文方法计算出的二阶层间位移, 如表

1所示.表中, $( 1)
i 为结构一阶层间位移, $( 2)

i 为本文

方法计算出的结构二阶层间位移, $*
i 为二阶层间位

移精确解, Di 为本文方法解与精确解的相对误差〔5, 6〕.
表 1　一阶及二阶分析层间位移及其它数据列表

层号 h i/ m P i / kN D i/ kN·m- 1 $ ( 1)
i / mm $( 2)

i / mm $ *
i / mm Di/ ( % )

10 3. 657 801 10 242 13. 13 13. 46 13. 56 0. 70

9 3. 657 1 762 12 422 18. 69 19. 55 19. 51 0. 20

8 3. 657 2 723 16 010 19. 94 21. 03 20. 95 0. 38

7 3. 657 3 684 17 176 23. 04 24. 58 24. 46 0. 49

6 3. 657 4 645 20 225 22. 83 24. 47 24. 36 0. 45

5 3. 657 5 607 22 271 23. 22 25. 03 24. 90 0. 52

4 3. 657 6 568 26 399 21. 29 22. 93 22. 88 0. 22

3 3. 657 7 529 27 082 22. 02 23. 88 23. 75 0. 54

2 3. 657 8 490 31 782 19. 51 21. 10 21. 01 0. 43

1 4. 572 9 451 32 593 19. 43 20. 84 20. 77 0. 34

3　 结束语

本文综合刚度凝聚法和 Gramer 法则,直接计算结构各层抗推刚度.这主要是为了减少计

算误差,使本文方法能针对剪-弯型和弯曲型变形结构.实际操作也可用其它方法, 确定抗推刚

度.但是,需要注意抗推刚度区别不同水平荷载作用,不然对剪-弯型和弯曲型变形结构计算误

差可能较大.
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用修正固端弯矩 Cab, i , Cba, i计算 P-$ 效应位移. 扣除引起纯弯型变形的附加弯矩部分, 考

虑 P-$ 效应使结构层节点相对转动的影响.如果采用直接在式( 10)加上层节点转角增量项、

两固端弯矩和仍为 P i$ i.一方面不符合可叠加性,另一方面层剪力计算时,造成附加剪力计算

没排除引起纯弯型变形的附加弯矩部分,也就没法计算层节点相对转动影响.所以修正固端弯

矩是合理的. 本文同时考虑了 P-$ 效应和梁- 柱效应, 实际上是一种半数值半解析解法.
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Numerical Solution to Second-Order Displacement

of Frame Structure

Huang Qingfeng
( Dept . of Civil Eng . , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou)

Abstract 　T he stiffness matr ix o f elastic t ransla tion and the equilibrium equation o f hor izontal movement of

fr ame structure a re obt ained by applying the met hod of stat ic condensation. The antit hrust stiffness of each

stor ey of the str uctur e is determined by applying G ramer rule . On this basis, second-order displacem ent is

calculated according to equation of co rner displacem ent , principle of superposition and iterat ion. An analysis

is g iven t o the influence of P -$ effect-induced co rner change in str uct ur al stor ey on relative sto rey displace-

ment. T he reckoning of this solution appro aches the pr ecise so lution w it h an err or about 0. 5% . It is g ood in

usability, sm all in amount o f calcualtion, and easy o f r ea lization

Keywords 　fr ame structar e, sta tic condensation, second-order displacement, t urning co rner of stor ey
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